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CARACTERISATION DE LA LOI NORMALE

DJiLaLr AiT Aoubia

RESUME. Dans ce travail, nous nous intéressons a deux des caractérisations
les plus célébres de la loi normale : soient le théoréme de Bernstein et celui de
Geary concernant l'indépendance de la moyenne et de la variance expérimen-
tales. Nous présenterons succinctement une approche différente qui dégage la
structure des moments qui découlent des hypothéses de ces théorémes.

1. Introduction

La loi normale est I'une des principales lois de distributions de probabilité
formulée par le mathématicien francais Abraham de Moivre en 1733 et elle a
été mise en évidence par Gauss au XIXe siécle. L’expérience montre qu’un grand
nombre de caractéres physiques, biométriques, peuvent étre modélisés avec succés
par une loi normale. Une des explications de ce phénomeéne est fournie par le
théoréme centrale limite. En effet, de nombreux phénomeénes sont diis a ’addition
d’un grand nombre de petites perturbations aléatoires. Dans cette note, nous
revisitons deux des caractérisations les plus célébres de la loi normale, notamment
celle de Bernstein [1] concernant l'indépendance de X —Y et X + Y lorsque X
et Y sont des variables aléatoires indépendantes, ainsi que celle de Geary [3]
concernant 'indépendance de la moyenne et de la variance expérimentales. Ce
papier a pour objectif de présenter des approches un peu différentes pour établir
ces résultats en s’appuyant sur le fait qu’une loi normale est caractérisée par ses
moments, ce qui n’est pas vrai en général (voir [2], exemple 2.3.5 page 64).

2. Le théoréme de Bernstein

Le théoréme ci-dessous dti & Bernstein [1] est I'un des résultats fondamentaux
qui caractérise la loi normale par 'indépendance linéaire, important en particulier
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par son extension et son emploi & des résultats plus généraux.
Théoréme 1 (S. Bernstein, 1941)
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, alors

X NN(E(X),JQ)
(2.1) (U=X—-Y indépendant de V=X +Y) < et
Y ~ N (E(Y),0?)

Démonstration.

La réciproque est un exercice élémentaire. En effet, puisque le vecteur (dans R?)
(U, V) est gaussien (car toute combinaison linéaire de ses composantes est de loi
gaussienne), pour montrer I'indépendance de U et V, il suffit de démontrer que
Cov(U, V) = 0. Pour cela, on vérifie que

Cov(U,V) =Cov(X =Y, X +Y) =Var(X) — Var(Y) = 0 — 0? = 0.

Nous proposons deux méthodes pour I'implication : la premiére s’appuyant sur
le fait qu’une loi normale est caractérisée par ses moments et la deuxiéme en
exploitant la structure induite sur les fonctions caractéristiques de X et de Y.
Notons d’abord que les conditions du théoréme implique que tous les moments
de X et Y existent (voir par exemple [4], Lemme 5.3.2, page 65) et sans perte
de généralité, nous supposons que E[X] = E[Y] = 0 et E[X?] = o2,

Premiére méthode

Commencons par montrer que E[X"] = [X"] pour tout n > 0. Nous allons
procéder par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 0, 1. Supposons le vrai pour

n=0,1,--- ,m — 1 et montrons le pour n = m. Un calcul simple nous donne
E[X™ —-Y™]
=E[(X -Y)(X™ !+ X" 4 4 Y]
m—1
=E|{X-Y){(X+Y)" - (X+Yy)" 14 xm-i-iyy
=0
1 ~1
=E|(X -Y){(X+Y)" ! - < ) xm- =iy}
=0
m—1
=E[(X -Y)X+Y)" ] -E[(X-Y) ) AipX™ 7Y
1=0
avec

Ai,m = [<m _ 1) - 1] = Am—i—l,m-

7

Mais d’une part, par 'indépendance de X —Y et X +Y, on a

E[(X-Y)(X+Y)" ] = [EX)-EY)E[(X+Y)" '] =0.
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D’autre part, par I’hypothése de récurrence, on a bien

m—1
E[(X —V)(Y Apn X170y
=0
m—1 m—1
—F ZALmefzyz ) ZALmefiflyiJrl
=1 =0
m—1 m—1
=) E[AinX"YV'] =) E[An_i1mX Y™
=0 1=0
m—1 m—1
= E[A;n X" V'] — E[A;n XY™
1=0 i=0
m—1

Aip (E[X™E[Y'] —E[X']E[Y™]) {indépendance}

)

]
=)

= { hypothése de récurrence}.
Ainsi, on conclut que

EX™-Y™ =0 e E[X"]=E[Y"]=0 pour toutn > 0.

Maintenant, soient Z; et Zs deux variables aléatoires indépendantes de loi nor-
male centrée et E [ZZQ] = ¢2. Donc pour montrer le théoréme, il suffit de montrer
que E [X"] = E [Z]] pour tout n > 0. C’est vrai pour n = 0, 1. Supposons le vrai
pour n =0,1,--- ;m et montrons le pourn=m+1,m > 1. On a

E[X" + Y™ =E [(X +Y)" (X - Y)?+4XY}
. {(X + Y)m—i—l o (Xm+1 + Ym+1>}:|

:E[(X—i—Y)m (X —Y)? ZakakYmH ’f]

k=1
=E[(X+Y)" E[(X - Y)?]
- iamkE [X’“] E [Ym“—ﬂ
=E[(Z1+2)" | E [ Z5)’]

_ Z i [Z1] {Z;rwrlfk}

=E |(Z1+ Z)™" Y21 — Z2)? - Z amefZng_k]
k=1
~E[zpt 4 27,
avec Uy = (mljl) — 4(m 1) pour 1 <k <m.
Et le théoréme est démontré, en s’appuyant sur le fait que la loi normale est
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caractérisée par ses moments (voir par exemple [4], corollary 2.3.3 ).

Deuxiéme méthode

Soient
o(t) =E[e™] =E[e™], V=X4+Y et W= (X -Y)%L
Il vient
(a) EWe'] = E[(X?—2XY + Y?)et(X+Y)]
— E[XQeitX] E[eitY] —9 E[XeitX] E[YeitY]
—_———— — —— ——
—¢"(t) ) —ig(t)  —i¢ ()
+ E[yZSitY] E[eitX]
N —— N —
—¢" (t) o(t)
= =20 ()p(t) +2(6 (1)),
(b) EWet] = E[WIE[Y] (indépendance)
E[(X - Y)2]E[eit(X+Y)]
= E[(X? - 2XY + V?)|E[e"(X V)]
= [E(X?) - 2E(X)E(Y) + E(Y)|E[¢" ¥ ]E[e™]
= 20°((1))?,
—¢" (D)o(t) + (¢'(1)* = o*(6(1))”
(2.2) (a) + (b)) = et

3. Le théoréme de Geary

La caratérisation de la loi normale par I'indépendance de la moyenne et de
la variance est donnée par le théoréme suivant da a R.C. Geary [3].
Théoréme 2 (R.C. Geary, 1936)

Soient Xq,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de méme loi et de vari-
ances finies. On pose
X = Z?:1 Xi ot S2 — Z?:1(Xz‘ —YF '
n n

Alors
{Y indépendant de  S? } — {Xi ~N(p,02),i=1,2,-- ,n} .
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Démonstration.

Notons que notre démonstration se compare a celle de Quine [7], mais elle est un
peu plus directe. L’approche que nous présentons est analogue & la deuxiéme dé-
mongtration ci-dessus du résultat de Bernstein. En effet, sans perte de généralité,
nous supposons d’abord (voir Remarque a la suite de la démonstration) que

E[X;]=0 et E[X}=02 i=12"-,n
On a d’abord E[X;X;] = 0,Vi # j et

nSQ — ’I”LZZ l(X X ZXQ—TLX

= in—n(ZXi) 1—f ZXQ——ZXX
=1 i=1

1<j

et ainsi le résultat bien connu

On a aussi
(C) E[nSQeitnY] _ E[nSZ]E[eitnY]
[nS57]

= (n— 1)02 E[e”Xl] E[eitXQ] .. .E[eitXn]
—_——T— =
o(t) o(t) o(t)

1 . .
R
J
¢" (e 1(1)
o % Z E [XjeithXkeitheit Zh#j,k X}L]

—¢"2(t)pm2(1)

1 2nn—1) _
(1 e e (0 + 220D g2 )
et donc
" ! —02t2
(©+(d) = ~¢ ¢+(¢) =0 = o(t)=¢" 2
La réciproque est mieux connue et élémentaire. Soient Xq,---,---,X,, des

variables aléatoires indépendantes de méme loi normale avec V(X;) = o2. Pour
montrer que X et S? sont indépendantes, il suffit de montrer que X est indépen-
dante du vecteur M = (X1 — X,..., X, — X), puisque S? est M-mesurable. Or
le vecteur (X, X1 — X, -, X,, — X) est gaussien (car toute combinaison linéaire
de ses composantes est une combinaison linéaire des X;), et ainsi pour démontrer
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I'indépendance de X et M, il suffit de vérifier que Cov(X, X; — X) = 0 pour tout

1. Pour cela, on calcule

Cov(X, X;)

et donc

Cov(X, X; — X)

d’ou le résultat. O
Remarques

1) Si E[X;] = m # 0, on peut poser L;

a que

S? =

1 n
- > Xi, X;
(Cov(n ; )

CO’U(XZ‘, Xz)

2

Q 3|+

=

Cov(X, X;) — Var(X)

o2  o?

n n

0,

=X;,—m e L=X—m. Alors, on

>y (Li — L)?

)
n

que I’indépendance de S? et X équivaut & I'indépendance de S? et L, et on peut
donc prendre p = 0 sans perte de généralité.

2) Le théoreme de Geary est une généralisation de celui de Bernstein car, pour
n=2 X=X+ XyetS?=(X;— X2)?/2.
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