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LES ALGEBRES AMASSEES: DEFINITIONS DE BASE ET
RESULTATS

DAvID BOULET-ST-JACQUES

1. Introduction

C’est au début des années 2000 que Sergey Fomin et Andrei Zelevinsky ont
introduit la classe des algébres amassées [FZ02]. Leur but principal était alors de
fournir un cadre adéquat pour comprendre ’aspect combinatoire de la positivité
totale et des bases canoniques duales. Bien que cet objectif ne soit pas encore
atteint, le cadre des algébres amassées s’est révélé extrémement fructueux pour
les mathématiques, puisqu’il a permis de relier des domaines qui, & prime abord,
n’avaient pas de liens entre eux. Parmi ces domaines, on compte la géométrie de
Poisson, la physique mathématique et la théorie de Lie.

L’objectif de cet article est de fournir une bréve initiation a cette classe
d’algébres. La section 2 présentera les algébres amassées sans coefficients tandis
que la section 3 abordera le phénoméne Laurent et la conjecture de positivité.
Enfin la section 4 présentera les algébres amassées avec coefficients.

2. Algébres amassées sans coefficients

2.1. Définitions initiales

Afin de commencer notre étude des algébres amassées, nous introduirons
quelques notions fondamentales.

Définition 2.1.

Une Z-algébre, ou anneau, est un quadruplet (A,+,-,1) (ou plus briévement
A) formé d’un groupe abélien (A, +) muni d’une opération interne A x A — A
et d'un élément 1 € A satisfaisant aux axiomes suivants :

(1

) a-(b-c)=(a-b)-cpourtous a,b,c€ A,
(2) Il existe 1 € Atel que 1-a=a-1=a pour tous a € A,
(3) a-(b+¢)=a-b+a-cpour tous a,b,c € A,
(4) (a+b)-c=a-c+b-cpour tous a,b,c € A.
Je tiens a remercier Myriam Chabot et Guillaume Douville pour 'aide qu’ils m’ont ap-
portée dans I’élaboration de ce travail et pour les précieuses discussions relatives a cet article. De
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Les algebres amassées sont des Z-algébres possédant une riche structure com-
binatoire. Ce sont d’ailleurs des outils combinatoires qui permettent de définir
les algébres amassées.

Un carquois est un quadruplet @ = (Qo, Q1,5,b) ol Qo est un ensemble
dont les éléments sont appelés sommets, ()1 est un ensemble dont les éléments
sont appelés fleches, et s, b sont des fonctions de @1 dans Qq. Les fonctions
s,b: Q1 — Qo associent a chaque v € Q1 sa source s(7y) et son but b(7y). Soit
k € Qo un sommet du carquois. On dit que k est une source (ou un puits)
de @ il n’existe aucune fleche a € @ telle que b(a) = k (ou que s(a) = k,
respectivement). Par exemple,

o’
Fy y
m
o e o) — > .3
B X
°y
est un carquois ayant 5 sommets {1,...,5} et 6 fleches {«, 3, ..., €, A}. Les som-
mets 4 et 5 sont des puits, mais il n’y a aucune source. Dans notre étude, nous

ne considérerons que des carquois finis sans boucles ni 2-cycles. Une boucle est
une fleche v dans @ telle que s() = b(7). Une boucle est donc un carquois de

la forme
C .

Un 2-cycle est une paire (v,d) de fleches dans @ telle que s(y) = b(d) et
s(6) = b(y). Un 2-cycle est donc un carquois de la forme
e _——o
0
Ainsi, dans ce texte, le mot carquois désignera toujours un carquois fini sans
boucles ni 2-cycles. Les algébres amassées sont définies a Uintérieur du corps
ambiant des fractions rationnelles.

Définition 2.2.

Soit Zlx1,...,x,) 'anneau des polynomes a coefficients entiers en n indéter-
minées x1, ..., T,. Le corps des fractions rationnelles Q(z1, ..., x,) se définit
de la fagon suivante

f(z1,...,20)
g(x1,.. ., Ty

muni des opérations usuelles des fractions. Par la suite, ce corps sera appelé
corps ambiant.

./_":Q(l'l,...,l‘n):{ |f,g€Z[x1,...,mn]},

Définition 2.3.

On appelle amas initial 'ensemble fini X = {z1,...,z,} des n générateurs
du corps ambiant F = Q(x1,...,x,). Ces variables sont appelées variables
initiales.
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Nous continuons notre étude des algébres amassées, en définissant la notion
de mutation.

2.2. Mutations

Définition 2.4.
La mutation d’un carquois @ en un sommet k transforme () en un nouveau
carquois Q" = u(Q) obtenu au moyen des étapes suivantes :

(1) Pout tout chemin de longueur 2 de type i — k — j, on ajoute une fleche
T 7.
(2) On renverse le sens de toutes les fleches incidentes & k.

(3) On élimine un & un tous les 2-cycles.

On définit alors une suite de mutations comme étant la composition de
plusieurs mutations. Considérons un carquois ) ayant plus de 6 sommets, la
composition de mutations pguape(@) indique que 'on doit appliquer une mu-
tation au sommet 6, puis au sommet 2 et finalement au sommet 3 du carquois

Q.

Exemple 2.5.
a) Soit @ le carquois o! —> o2 —> ¢3 . Appliquons 1 pu2(Q) et uap1(Q).
N
ol —> 02 —> o3 e ol < o2 < o3 e ol —> o2 o3
ol —> o2 —> o3 e ol < o2 —> ¢3 o ol > o2 < ¢3

On voit que les mutations d’un carquois @) ne commutent pas

pp2(Q) # p2p (Q) -
b)
o o’
o /‘\ /7
o —X 0 —03 ~ T 0 <— 903
N\ N
o, 4

Il suit de la définition que la mutation est un processus local. De plus, il serait
intéressant de savoir ce qui arriverait si on appliquait une mutation plusieurs fois
consécutives & un méme sommet.

Lemme 2.6. Pour tout carquois Q, on a MZ(Q) = Q. En d’autres termes, la
mutation est involutive.

DEMONSTRATION. Soit () un carquois. Notons que la mutation est un pro-
cessus local. Ainsi, si uz = 1l pour toutes les fleches incidentes & k et tous les
sommets voisins de k, ce qu’on appelle le voisinage de k, alors on peut conclure
que p3(Q) = Q. Vérifions donc que p2(Q) = Q pour le voisinage de k. En
appliquant la définition 2.4, on obtient les étapes suivantes :
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(1) On crée une fleche i — j pour chaque chemin de longueur 2 de la forme
i — k — j. Soit n le nombre de fléeches ¢ — j ainsi obtenues, alors
n > 0.

(2) On inverse toutes les fleches incidentes & k.

(3) On enléve tous les 2-cycles créés par I'étape 1. Soit m le nombre de
fleches 7 — 4. 81 0 < m < n, il reste alors n —m fléches i — j. Sim > n,
il reste m — n fleches j — 1.

(4) La deuxiéme mutation crée une fleche i — 5’ pour chaque paire de
fleches i/ — k — 5. Or, les fleches ainsi créées seront des fleches j — 4,
ceci étant attribuable & I’étape 2, et il y en aura exactement n.

(5) On inverse toutes les fléches incidentes a k. Or, puisqu’on les avait déja
inversées & l’étape 2, ’étape 5 redonne exactement les mémes fleches
que dans Q.

(6) Il ne reste plus qu’a enlever les 2-cycles créés a I'étape 4. Si on avait
m > n, on a vu a I’étape 3 qu’il resterait m — n fléeches j — ¢. Or, on
vient de créer n fléches j — ¢ 4 'étape 4. Il y a doncm —n+n=m
fléches j — 4, soit le méme nombre que dans Q. Si m < n, on a vu
qu’il resterait n — m fleches ¢ — j. Or, comme on vient de créer n
fleches j — 4, il nous resterait n — (n — m) = m fléches j — i aprés
la suppression des 2-cycles. Ce nombre est le méme que dans @. Ainsi,

12(Q) = Q.
0

La mutation de carquois permet de transformer un carquois () en un nouveau
carquois @’. De méme, la mutation d’amas permet de transformer un amas X
en un autre amas X’ en ne changeant qu’une variable & la fois. On appelle amas
un ensemble de n générateurs algébriquement indépendants du corps ambiant
F, obtenu par une suite de mutations (au sens ci-bas) a partir de 'amas initial.

Définition 2.7.

Considérons 'amas X = {x,z9,...,x,}. La mutation pj; d’'un amas X en une
variable zj, transforme X en un nouvel amas X’ = pz(X) = (X\ {zx}) U {z1 '},
ou

/ ].
Th = Il wo+ II =e

{alb(e)=k} {Bls(B)=k}

On convient que le produit vide vaut 1. Notons que la nouvelle variable z ap-
partient au corps ambiant F. Muter un amas revient donc a transformer une des
variables de cet amas. De plus, selon la définition, cette transformation dépend
de l'orientation du carquois sur lequel on mute et, comme pour les carquois, il
s’agit d’une opération locale.

Exemple 2.8.

a) Soit @ le carquois 1 —= 2 —=3 et {z1,z2, 23} 'amas initial. Appli-
quant po a cet amas, on a que x; et x3 sont inchangées alors que xs
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T+ X3
X2

devient zf, = . Le carquois est devenu

1=—2<—3

b) Soit @’ le carquois 1 & un seul sommet et sans fleches, et amas initial

X' = {x1}. Appliquant p; a cet amas, on a que x; devient zj = —.
x1
Le carquois est inchangé par cette mutation. En appliquant p; & notre

nouvel amas, on obtient que x) devient z} = ;.

Lemme 2.9. La mutation de variables est involutive.

DEMONSTRATION. Soit X = {z1,...,2,} un amas. En appliquant pg(X),
on obtient X’ = {x1,...,z},..., 2, }. De plus, en appliquant p(X’) on obtient
X" ={z1,...,2},...,zp}. Ainsi, il suffit de démontrer que z}, = x, pour obtenir

que X” = X et donc que la mutation de variables est involutive. Or, en appli-
quant la définition, on obtient

1
ﬂﬂ’ézxz I =w+ I ze

{alb(a)=k} {Bls(B)=Fk}

Tk
= I[I @+ II 2
H Th(a) T H Ts(B) \ {alb(a)=k} {Bls(8)=k}
{alb(a)=k} {Bls(8)=k}

2.3. Algébres amassées sans coefficients

Les algébres amassées sans coefficients sont définies & partir d’un carquois
initial et d’un amas initial auxquels on applique des mutations.

Définition 2.10.

On appelle graine initiale une paire (X, Q) ou X = {z1,...,2,} est un amas
dit initial et @ est un carquois. Une graine G dans F est une paire (X', Q’),
o Q' est le carquois obtenu de @) par une suite de mutations du carquois initial
Q et X' = {z,...,2,} est 'ensemble de n variables obtenues de ’amas initial
X par la méme suite de mutations. On voit que X’ est un amas tel que défini
précédement.

Afin de représenter une graine (X, @), on associe au sommet i de @ la variable
x; de X. Ainsi, on obtient un carquois dont I’ensemble des sommets @ est indexé
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par les variables de ’'amas X. Ainsi,

Ts

T~

T T2 —> T3

N

T4
est une graine associée au carquois
ob
v )\/4
1 2 — @3
B X
!

Définition 2.11.
Soit ’amas initial X = {x1,z9,...,z,} et soit X, = pi o, - - - i, (X) 'amas
obtenu par la suite de mutations gy, o, ... e, . Alors UXO‘ est I’ensemble

[0
de toutes les variables amassées. On définit alors 1’algébre amassée o/ =
(X,Q) = Z|J Xa] comme étant 'anneau des polynémes & coefficients entiers
en les variables amassées, muni des opérations usuelles des polyndmes et du
produit usuel par un entier.

En résumé, on considére ’ensemble de toutes les variables amassées obtenues
par suite de mutations comme ensemble de générateurs de notre algébre. De
cet ensemble de variables, on obtient tous les polynomes possibles & coefficients
entiers. Chaque polynéme est alors un élément de 'algébre amassée. Chaque
algébre amassée dépend uniquement de la graine initiale.

Exemple 2.12.

14x9 14x9 14z1429

r] —— T2 ~> <~— T2 ~>
) M1 z1 2 1 122
B2 5/#1
21 1+ — 1+x, 1 b2 1+x 1+21+zo
x2 T2 z2 122

Puisque la mutation est involutive nous avons ici tous les cas possibles de suites
de mutations. Ainsi, on obtient ’algébre amassée suivante :

1 1 1
M:%({xl,xg},1—>2):Z{xl,m, +$27 + 21 +x1+$2}

xy T2 7 122

Un élément de o pourrait alors étre, par exemple :

18 <<1+ﬂr2>6Jr <1+w1+x2>17>
I 12
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2.4. Mutations de matrices

Avant de parler du lien entre carquois et matrices, rappelons que la matrice
transposée d’'une matrice carrée B, = [b;j],, d’ordre n sur un anneau K est la
matrice

qu; = [b;j]n , ou b;j = bji-
Transposer une matrice revient a échanger la ¢ ligne avec la j¢ colonne. De plus,
une matrice antisymétrique est une matrice B,, carrée i coefficients dans K
telle que

B = —Bn,

ce qui équivaut, si By, = [b;;], & dire que b;; = 0 pour tout i et bj; = —bj; pour
i # j. Il est possible d’associer un carquois & une matrice anti-symétrique. Le
nombre de lignes (ou de colonnes) est égal au nombre de sommets du carquois.
Le (i,7)™ coefficient de la matrice est le nombre de fleches allant du sommet
¢ au sommet j. S’il y a des fleches allant plutét du sommet j au sommet ¢, on
prend encore le nombre de fleches de j vers ¢, mais précédé d’un signe négatif.

Proposition 2.13. [l existe une bijection ¢ entre l’ensemble des carquois (sans
boucles ni 2-cycles) et celui des matrices antisymétriques a coefficients entiers.
Celle-ci est donnée par

¢: Q = Byp=l[bjln
ot b;j est le nombre de fléches allant de ¢ vers j dans Q.

DEMONSTRATION. Soit @ un carquois. On définit une fonction f de I’ensem-
ble des carquois sans boucles ni 2-cycles vers ’ensemble des matrices antisymé-
triques de dimensions n x n, ou n = |Qo|, par f(Q) = [bi;], ou b;; est le nombre
de fleches allant de 7 vers j dans @), et une fonction g de I’ensemble des matrices
antisymétriques de dimensions n x n vers ’ensemble des carquois sans boucles
ni 2-cycles par g([bj;]) = @', o [bj;] est une matrice antisymétrique et @’ est
le carquois obtenu en placant béj fleches allant du sommet ¢ au sommet j. En
apppliquant f(Q), on obtient une matrice B dont la diagonale est constituée
de 0 puisque le carquois @) est sans boucles. De plus, en se référant & la défini-
tion de f, on constate que la matrice sera antisymétrique. Il est donc possible
d’appliquer g(B). Or, g(B) nous donne un carquois @' qui sera sans boucles ni
2-cycles, puisque la diagonale principale de B est nulle et que la matrice est anti-
symétrique. Finalement, en vertu de la définition des fonctions f et g, le nombre
de fleches allant de ¢ & j sera le méme dans Q' que dans Q. Il est alors facile de

vérifier que g(f(Q)) = @ et f(g([bi5])) = [bis]. O
Exemple 2.14. Au moyen de la bijection de la proposition 2.13, le carquois
o7
.

o —T ey > 03 s’applique sur la matrice B € M5x5(Z) ,

.

oy
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0 2 -1 00
-2 0 1 00
ou B = 1 -1 0 11
0 0 -1 00
0 0 -1 00

Comme il est possible de muter les carquois, il est aussi possible de muter les
matrices antisymétriques.

Proposition 2.15.

a) Soit By, = [bij|,, une matrice associée & un carquois. On a alors que les
éléments de la matrice obtenue par une mutation en k sont

, —bij Sik‘:ietk:j
bij =9, . |biklbrs + bir|bel

1. .
J bij + 5 sinon.

b) Soit X = {x1,x2,...,x,} Uamas initial. Alors on a que up(X) = X' =
(X\{ax}) U {0t

bik —big
I =+ 11 =

bir>0 bir <0

/
€T =
k r
DEMONSTRATION. Il s’agit de la traduction en termes de matrices de la
mutation de carquois. O

On sait que les algébres amassées sont définies par un ensemble de généra-
teurs. Or, tel que discuté précédement, cet ensemble peut étre soit fini, soit
infini. Fomin et Zelevinsky ont classifié les algébres amassées dont I’ensemble de
générateurs est fini [FZ03|.

2.5. Classification des algébres amassées de type fini
Définition 2.16.
Une algébre amassée est dite de type fini si ’ensemble de ses variables amassées
est fini.

Comme les algébres amassées dépendent uniquement du choix de la graine
initiale, il est raisonnable de penser que le choix du carquois @ de notre graine
initiale pourrait influer sur le fait que I’algébre amassée soit de type fini ou pas.

Définition 2.17.
Les carquois de type Dynkin et Euclidien sont les carquois dont le graphe
sous-jacent est de I'un des types suivants :
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Dynkin Fuclidien
An 1-2-3-4—--n B n+1
N 1—2—3—4—-\—71
D, 1 Dy, 1 n
\ —
3—4—-—n 3—4—--—(n—-1)
9 / ~
2 n+1
Fs 4 Esg 7
\ \
1-2-3-5-6 6
\
1-2-3-4-5
\ \
1-2-3-5—-6—-T7 s 1-2-3-4-5-6—-7
Eg 4 Es 9
\ \
1-2-3-5-6-7-8 1-2-3-4-5-6-7—-8

Théoréme 2.18. Une algébre amassée o7 (X, Q) est de type fini si et seulement

st une de ses graines a le carquois dont le graphe sous-jacent est un diagramme
de Dynkin.

DEMONSTRATION. Pour une preuve de ce théoréme, on référe le lecteur a
[FZ03]. O

3. Résultats importants

Cette section présentera notre résultat principal sur les algébres amassées,
ainsi qu’une conjecture sur les variables amassées

3.1. Phénoméne Laurent

L’un des aspects les plus surprenants de la théorie des algébres amassées est
ce qu’on appelle le phénomeéne Laurent.

Définition 3.1.
Soit {x1, 2, ...,x,} un ensemble de variables.
L’ensemble des polyndémes de Laurent en ces variables est 'anneau

-1

-1 -1
Z[xl,xg,...,xn,m I A ]

Il s’agit de toutes les expressions de la forme

p= § gz ™k gy M2k g Mk
keZ

ol les m; ;, sont des entiers et ou les a; # 0 pour un nombre fini de k entiers.
Puisque la somme et le produit de polynémes de Laurent sont des polynémes de
Laurent, cet ensemble est un sous-anneau du corps ambiant F = Q(x1,...,2,).
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Notons qu’en ramenant & un dénominateur commun, on voit que tout poly-
nome de Laurent s’écrit sous la forme
Z bpax1PrexoP2k . .. g, Prk
_ kez
o x151x252 e l’nsn

avec les p;i et les s; des entiers positifs et les by # 0 seulement pour un nombre
fini de k.

Exemple 3.2. Soit X = {x;}. Alors
1

z1

est un polynéme de Laurent n’appartenant pas & l'algébre amassée de type A;.
En effet, si on veut que ce polynome soit dans I'algébre amassée, il devrait étre
égal & une expression de la forme

2\™
n m . n—m
Za”»m 21 ( > :Z%MQ Ty
T
n,m

n,m
avec n,m > 0. Or, si cette expression égale p, on doit avoir n — m = —1. Mais
alors, si n —m = —1, on obtient que m > 1 ce qui contredit ’égalité entre le

numeérateur de cette expression et celui de p. Cependant,

9\ 2
p = 3<> + 4z13
€1

est un polynome de Laurent appartenant a l’algébre amassée de type Aj.

Gréce a la définition 3.1, il est possible d’énoncer un théoréme central des al-
gébres amassées. Ce théoréme fut ’'un des premiers prouvés par Fomin et Zelevin-
sky [FZ02| et a grandement contribué a l'intérét que 'on porte & cette classe
d’algébres.

Théoréme 3.3. Soit (Y = {y1,y2,...,yn},Qy) une graine quelconque d’une
algébre amassée of . Alors toute variable amassée s’écrit comme polynéme de
Laurent en les variables y1,y2, - .., Yn- En particulier,

o C7 [yl, YY1 yn_l] .
DEMONSTRATION. Pour une preuve de ce théoréme, on référe le lecteur a
larticle [FZ02] de Fomin et Zelevinsky. O
3.2. Conjecture de positivité
Soient p(z) = Zpixl ,q(z) = Zqix‘ et r(z) = Zrix’, des polynomes a
7

K3 K]
coefficients dans Z tels que
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Il est facile de voir que méme si tous les p; et tous les ¢; sont non-négatifs, alors les
r; peuvent étre négatifs. En effet, on pourrait considérer le cas o p(z) = 341
et g(z) = z + 1. On aurait alors que r(z) = 22 —x + 1.

Les variables amassées sont des polynémes de Laurent, et les exemples précé-
dents montrent que les coefficients de ces polynomes sont des entiers positifs. 11
serait utile de savoir si ¢’est toujours le cas et pourquoi. Ce probléme est encore
ouvert dans certains cas et fait présentement ’objet d’une conjecture.

Conjecture de positivité. Soit (Y = {y1,92,...,yn},Qy) une graine quel-
conque d’une algébre amassée o7 . Alors toute variable amassée est dans

Z>o [yl, R T RS ,ynfl]. C’est-a-dire qu’elle s’écrit sous la forme
Z by Pk - - - gy, Prk
kezylsl‘“ysn , avec b >0 .
n

La conjecture a été démontrée par Musiker, Schiffler et Williams en 2009,
[MSWO09], pour toute algebre amassée provenant d'une surface marquée. Cela
inclut les algébres amassées des types :

Ay, Dp, A,, D,

On référe a [Doull] pour de 'information sur les surfaces marquées.

4. Algébres amassées avec coefficients

Les deux premiéres sections ont présenté des propriétés des algébres amassées
sans coefficients. Or, ces algébres sont un cas particulier des algébres amassées
avec coefficients. Dans cette derniére section, nous présentons cette classe plus
large d’algébres amassées.

4.1. Définitions initiales

Puisque les algébres amassées avec coefficients généralisent celles sans coeffi-
cients, nous ne donnerons que les définitions différentes ou nouvelles par rapport
a celles vues en 2.1. De plus, il faudra généraliser la notion de mutation.

Notation 4.1. Soit Q un carquois et i,j € Qo. On note Q1(i,j) l'ensemble des
fleches de Q1 allant de i vers j.

Définition 4.2.

Un carquois gelé est une paire (Q, F'), ou @ est un carquois et F' est un sous-
ensemble de Qg tel que pour tous 7,7 dans F', il n’existe aucune fléche entre 7 et
j dans Q1. Les éléments de I’ sont appelés sommets gelés.

En posant F' = (), on voit que la paire (Q, F) = (Q, ) est en fait un carquois
tel que défini & la section 2.1.

Définition 4.3. . o
Soit @ un carquois. On note @ = (Qo, @1, s,b) le carquois défini par :
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Qo = QoUQ,ou Qy={ili € Qo}
R Ql(Z,]) si iajeQO
Q1(4,7) = ({i'—=Jj} sijeQo
0 sinon.

Le carquois gelé (Q, Qy); est appelé 'extension principale de Q.

Dans la suite de cette section, un sommet encadré représentera un sommet
gelé.

Exemple 4.4. Soit Q = 1 —— 2 ——= 3 . Alors ’extension principale de @ est
(Qv Qé)) =

4.2. Mutation de carquois gelés

Comme pour les algébres amassées sans coefficients, il faut se doter d’une
notion de mutation permettant de générer un ensemble de générateurs pour nos
algébres amassées avec coefficients. Cette notion sera une légére modification de
celle définie en 2.4.

Définition 4.5.
Soit (@, F') un carquois gelé et ¢ un sommet non-gelé. La mutation ;(Q, F)
dans la direction i de (Q, F') transforme le carquois (@, F') en un nouveau
carquois gelé 1;(Q, F) = (Q', F') obtenu par :

(1) On mute en ¢ selon la mutation usuelle;

(2) On retire toute fleche créée entre 2 sommets gelés.

Bref, muter un carquois gelé revient & muter un carquois standard avec la
restriction qu’il ne doit pas y avoir de fleches entre les sommets gelés. On peut
4 nouveau remarquer que si I’ est ’ensemble vide, alors la mutation de carquois
gelés est la méme que la mutation usuelle.

Lemme 4.6. Soit (Q, F') un carquois gelé. La mutation de carquois gelés est une
involution, c’est-a-dire que p2(Q,F) = (Q, F).

DEMONSTRATION. La preuve du lemme 2.6 s’applique avec les modifications
évidentes. O

Voici un exemple de mutation appliquée a un carquois gelé.

Exemple 4.7.

l I\
<—1—>2 «N\ﬁlx/v» —>1-&2

Ve N

3 3
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Remarque. On définit le type Dynkin ou Euclidien d’un carquois gelé comme
étant le type Dynkin ou Fuclidien de sa partie non-gelée. Ainsi, le carquois de
I’exemple précédent était de type As.

4.3. Matrices et carquois gelés

De maniére analogue & ce qui a été fait pour les carquois, il est possible
d’associer une matrice & un carquois gelé.

Proposition 4.8. Il existe une bijection f entre 'ensemble des carquois gelés a
n+m sommets dont m sont gelés et celui des matrices de dimension (n+m) xm
a coefficients entiers, celle-ci étant donnée par

f+ (QF) — B

ot Big r)(i, ) = |Q1(i, )| — 1Q1(j, 7).

DEMONSTRATION. La preuve de la proposition 2.13 s’applique avec les mod-
ifications évidentes. 0

Exemple 4.9. Le carquois

est associé & la matrice

|
—_
=

Remarque. Si F = (), alors la matrice associée & (Q, F') est une matrice anti-
symétrique.

4.4. Graines avec coefficients et leurs mutations

Les algébres amassées avec coefficients sont définies sur le méme corps am-
biant que celles sans coefficients. On rappelle au lecteur que le corps utilisé est
celui des fonctions rationnelles sur ’ensemble des variables initiales. De plus, si
on considére un carquois gelé (@, F'), on convient que si Qo = {1,...,n,n +
1,...,n+m},alors F={n+1,--- ,n+m}.

Définition 4.10.
Une graine avec coefficients est un triplet ¥ = (X,Y, (Q, F)), ou :
- (Q, F) est un carquois gelé;

— X ={z1, -+ ,x,} est un n-tuplet de variables associées aux sommets non-
gelés de Q)

-~ Y ={y1, - ,ym} est un m-tuplet de variables associées aux sommets gelés
de F.

X est appelé ’amas de la graine X et les éléments de X sont les variables
non-gelées tandis que Y est appelé I’ensemble de variables gelées de 3.
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Soit ¥ = ((acl), (z2,23), [2] —1 <—> une graine avec coefficients.

On la représente comme suit :

(7] — 1 < 73]

Comme pour les graines sans coefficients, il est possible de muter une graine
avec coefficients. La définition est semblable.

Définition 4.11.
Soit ¥ = (X,Y,(Q, F)). Alors, pour tout i dans Qo\F, la mutation de ¥ en 1,
est ;i (X) = (XY, 11i(Q, F)), ou X' = (X \{z;}) U{z}} avec

vai= | ww+ 11w

{als(c)=k} {Bl6(B)=k}

Reprenons la graine de l'exemple précédant pour lui appliquer une mutation.
Soit ¥ = ((wl),(asg,xg), 2] —1 <—) La mutation de ¥ en 1 donne
alors

() = (@), (w3, 23), [2)=—1—[3])
ou :
/ 1+ o3
Ty = —.
T1
4.5. Algébres amassées avec coefficients

Par analogie avec les algébres amassées sans coefficients, on définit 1’al-
gébre amassée associée & une graine avec coefficients ¥. Comme & la définition

2.11, on note UXa I’ensemble de toutes les variables amassées. Notons que

[0
les algébres amassées avec coefficients sont aussi définies sur le corps ambient
F=Q(x1,...,Tntm)-

Définition 4.12.
L’algébre amassée avec coefficients associée 3 ¥ = (X, Y, (Q, F)), notée o5,
est :

o =Ly |yeY][|JXa].

Bref, il s’agit de toutes les fractions rationnelles & coefficients entiers formées de
variables amassées et de variables gelées.

Exemple 4.13. Soit ¥ = ((3:1), (2, 13), 2] —=1 <¥>

1
) —>o1—[F] g T[]

I



D. Boulet-St-Jacques 149

Comme la mutation est involutive, et qu’on ne peut pas muter sur les som-
mets gelés, on a obtenu toutes les variables amassées associées & Y. Ainsi,

1+ zox3 1+ xox3
UXe = f{z1,——=} etoh = Zlzg' 23] [wh
X1 Z1
|: 1 1 1+$2$3:|
- Z x17x27x3777777 *
To I3 1

4.6. Changement de coefficients

Depuis le début de cette section, on voit que les algébres amassées sans
coefficients ressemblent & celles avec coefficients. Or, il existe un morphisme per-
mettant de passer d'un type d’algébre amassée a 'autre. Ce changement fera
I'objet de cette derniére section.

Notation 4.14. Soit (Q, F) un carquois gelé. On note U le carquois obtenu de
Q en supprimant les sommets gelés.

On cherche maintenant a comparer & r) avec @. Nous aurons besoin au
préalable de la notion de morphisme d’anneaux.

Définition 4.15.
Soient A et B des anneaux. Soient +, - et 1 respectivement 'opération additive,
multiplicative et le neutre multiplicatif des anneaux, un morphisme d’an-
neaux f: A — B est une application telle que :

— Pour tous a,b dans A, on a f(a+b) = f(a)+ f(b);

— Pour tous a,b dans A, on a f(a-b) = f(a)- f(b) et;

- f(1)=1.

Grace a la définition de morphisme d’anneau, on peut définir un morphisme
entre les corps ambiants de nos algébres amassées.

Définition 4.16.
Le morphisme de spécialisation p est le morphisme d’anneaux défini comme
suit
p: Q(':El"“ 7xm+n) — Q(xly"' wrn)
r; sil<i<n
1 sin<i<n+m
Bref, ce morphisme envoie chaque variable gelée sur 1 et chaque variable
non-gelée sur elle-méme. En particulier, ce morphisme ne crée aucune nouvelle
variable amassée. On passe donc d’une algébre avec n+m variables & une algébre
avec n variables.

Théoréme 4.17. Soient ¥ = (X,Y,(Q, F)) et ¥ = (X,U).

Alors le morphisme de spécialisation induit une bijection ot = afsy.

DEMONSTRATION. Pour obtenir une preuve de ce théoréme, on référe le
lecteur a [FZ07]. O
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Exemple 4.18. Soient (Q,F) = *> 1 <— et p, le morphisme de
spécialisation.
p: Qz1,22,73) — Q(21)

1 — 1

T2 — 1

&3 — 1
1+ 23

o 2
{.’L'l, } — {xh 7}
z1
Le morphisme de spécialisation est le lien explicite entre les algébres amassées
sans coefficients et celles avec coefficients.
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