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EXEMPLES D’EXTENSIONS GALOISIENNES DE
DEGRE 24 SUR Q

NicorLAs BUREAU

RESUME Le théoréme fondamental de la théorie de Galois permet de donner
la liste des sous-corps d’une extension algébrique de Q en utilisant la liste des
sous-groupes de son groupe de Galois. L’objet de cet article est de décrire les
sous-corps d’une classe d’extensions de degré 24 sur le corps Q des rationnels.

1 Introduction

Cet article tient pour acquis que la lectrice et le lecteur soient familiers avec la
théorie des groupes ainsi qu’avec la théorie des extensions de corps.

La théorie de Galois est trés utile dans plusieurs sphéres des mathématiques
telles que l'arithmétique ainsi que ’algébre. Le théoréme fondamental de cette
théorie est inévitable lorsque vient le moment de faire I’éventail des sous-corps
d’une extension donnée de Q. En effet, elle permet de passer d’'un probléme a
priori continu & un probléme discret, celui des sous-groupes d’un groupe. Ce
changement transforme la chasse aux sous-corps en une chasse aux sous-groupes.

Le but de cet article est de mettre la lumiére sur un exemple d’application
du théoréme fondamental de la théorie de Galois [DF04]. Il s’agit d’étudier la
classe d’extensions de la forme Q (w,0,¢) /Q ou

w=vM, g‘:%(1+0)7 0=+v=3, ¢=+m,

avec M et m deux entiers copremiers > 1 sans facteur carré et ¢ une sixiéme ra-
cine primitive de I'unité. Dés maintenant, nous pouvons remarquer que Q(w, 6, &)
est une extension de degré 24 sur Q. En effet,

[Q(wv 97&) : Q] = [Q(wv 675) : Q(@,f)]X[Q(6,€> : Q(f)]x[@(f) : Q] = 6x2x2=24.

Nous verrons dans les pages qui suivent que le diagramme de Hasse des sous-corps
de Q(w, 0,&) a l'allure de la Figure 19.

L’auteur tient & remercier son directeur de maitrise, monsieur Claude Levesque, de I’Uni-
versité Laval, sans qui cet article n’aurait jamais vu le jour. Ses nombreux conseils ainsi que
son support financier sont grandement appréciés. L’auteur tient également & remercier le dé-
partement de mathématiques de I’Université Laval pour sa contribution monétaire.
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FIGURE 19 — Diagramme de Hasse des sous-groupes de G et des sous-corps de K (en inversant ’ordre)
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2 Théoréme fondamental

Avant d’énoncer le théoréme fondamental de la théorie de Galois, quelques rap-
pels seront utiles. Nous disons qu'un automorphisme ¢ d'un corps K fize un
élément a € K si o(a) = a. Si un tel automorphisme fixe tous les éléments d’un
sous-corps F' de K, dans ce cas nous disons simplement que o fize F. Inverse-
ment, étant donné un sous-groupe H du groupe Aut(K) des automorphismes de
K, le sous-corps de K fixé par tous les automorphismes de ce sous-groupe est
dit le corps laissé fize par H. Dans le cas ol nous avons une extension de corps
K /F, nous notons alors par Aut(K/F') le groupe des automorphismes de K qui
fixent F. Cette extension est dite galoisienne si son degré [K : F] est fini et égal
au cardinal de Aut(K/F). De plus, en supposant l'extension K/F galoisienne,
nous identifions Aut(K/F) comme étant le groupe de Galois de K/F et nous le
notons Gal(K/F).

Cette petite mise en contexte nous ameéne a énoncer le résultat fondamental
suivant.

Théoréme 2.1. (Théoréme fondamental de la théorie de Galois) Soit K/F une
extension galoisienne et soit G = Gal(K/F). Alors il y a une bijection entre les
ensembles suivants :

{sous-corps E de K contenant F} <— {sous-groupes H de G}

K +— 1
| |
F +—— H
| |
F +— G

avec I = {id} ou id est l’élément neutre de G. Cette bijection est donnée par les
correspondances

E — {les éléments de G qui laissent E fize},

{les éléments du corps laissé fize par H} <— H,

qui sont inverses l'une de 'autre. De plus, nous avons les résultats suivants :

(1) Siles corps E1 et Ey correspondent respectivement aux groupes Hy et Ha,
alors B C Ey si et seulement si Hy < Hj.

(2) Le degré [K : E] de lextension K/E est égal & la cardinalité du groupe
H associé o E. En d’autres termes, |[K : E| = |H|. De plus, le degré de
Dextension E/F est égal a lindice du sous-groupe H dans G. En d’autres
termes, [E: F| =[G : H] :
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(8) L’extension K/E est toujours galoisienne avec H = Gal(K/E) comme
groupe de Galois.

(4) L’extension E/F est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe
distingué de G. Si c’est le cas, alors le groupe de Galois Gal(E/F) est
isomorphe au quotient de groupes G/H.

(5) Siles corps Ey et Ey correspondent respectivement aux groupes Hy et Ha,
alors Uintersection E1NEy correspond au groupe (Hy, Hy) engendré par Hy
et Hy. De plus, le corps composé E1FEsy est associé€ a intersection Hi N Hs.

3 En quéte des sous-corps de Q (w,0,&) /Q

Par I'intermédiaire du théoréme fondamental de la théorie de Galois, nous trou-
verons la liste des sous-corps de 'extension galoisienne K/Q ou K = Q (w, 6, §).
En premier lieu, sachant que le degré de 'extension est 24, nous définirons les
automorphismes de K qui forment le groupe de Galois de K/Q. Finalement,
nous expliciterons tous les sous-groupes de G = Gal(K/Q) ainsi que tous les
sous-corps laissés fixes par ces derniers.

3.1 Automorphismes du groupe de Galois

Tel que susmentionné, ’extension galoisienne est de degré 24. Nous sommes donc
a la recherche d’un groupe d’automorphismes ayant ce méme nombre d’éléments.
La Table 2 explicite les trois générateurs de Gal(K/Q) ainsi que leurs effets sur
certains éléments clefs du corps K. Remarquons que w¢? = o(w(¢) = o(w)o({) =
w( - o(¢) de sorte que o(¢) = ¢. De plus 7(¢) = 7(3(1 +6)) = (1 —6) =
—[a+0) = -

e v [ | w ] w0 ]| ¢ |
o |l w¢| we? —w | —wC | —w(? w 0 £

7l w | —w® | —wC| —w w(? w( -0 ¢ | =¢?
pllw | w( |w@ | —w | —w¢ | —w?| 0 |-¢| ¢

TABLE 2 — Table des générateurs o, 7 et p de G et leurs effets

Montrons que lordre du premier automorphisme o est 6 et que 70° = o7 .

En effet,

0% (w) = 0°(w() = 0! (w(?) = 0% (~w) = —o*(w() = —o(w(?) = w,
d%0) =0 et o) =¢,
170°(w) = 70 (WC) = 703 (WC?) = 7% (~w) = —To (W) = W¢ = o7 (W),
70°(0) =7(0) = =0 = 0(—0) = o7(0) et T0%(&) =€ =a7(§).

Les deux derniers automorphismes 7 et p sont en fait d’ordre 2. Nous obtenons
donc que le groupe de Galois G = Gal(K/F) = (o, T, p) est isomorphe & D1 X
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Z.)27, ou Dqy est le groupe diédral d’ordre 12. La table de Cayley pour G est
représentée dans la Table 3.

3.2 Sous-groupes du groupe de Galois

En vertu du théoréme de Lagrange, nous savons que les cardinalités des sous-
groupes de G sont des diviseurs de 24. La liste de tous les sous-groupes se trouve
dans la colonne appropriée du tableau de la page 78. Selon Neubiiser [Neu67], il
existe sept groupes de cardinalité 12, trois de cardinalité 8, sept de cardinalité
6, dix-neuf de cardinalité 4, un seul de cardinalité 3 et finalement quinze de
cardinalité 2, pour un total de 54 sous-groupes, si nous comptons le groupe lui-
méme G = Di9 X Z/27 et le sous-groupe trivial I.

3.3 Liste des sous-corps

Le cinquiéme résultat du théoréme fondamental donne une méthode efficace pour
trouver tous les sous-corps & partir des sous-groupes. L’idée est de commencer
avec tous les groupes engendrés par un seul élément (il y en a 18, si nous ignorons
le groupe trivial) et de déterminer le sous-corps associé a chacun. Pour ce faire, il
faut & prime abord appliquer 'automorphisme générateur a un élément typique
de K et nous vérifions quels termes sont fixés.

Par exemple, trouvons le sous-corps associé au groupe (ro?). Un élément
typique z de K s’écrit

z = ag + arw + a2w2 + a3w3 + a4w4 + a5w5

+ bol + biwl + baw?0 + bsw?0 + byw*0 + bsw’
+ co€ + crwé + 02w2§ + c3w3£ + C4w4§ + 65w5£
+ dof€ + diwbE + dow?0€ + d3w0€ + dyw0€ + dsw®hE.

Par la suite, nous appliquons I'automorphisme 7o sur z :

rod(z) = ag— %w(l —0)+ %&(1 . %&(1 — 93+ U - )

16
_ B0 - o1 —0)0 — 2021 —
3% (1—10)° —bob + 2w( 6) 1Y (1—10)%0
by 3 39 b1 4 4y, b5 5 5
+ gv (1-0)°0 T (1—-0)"0+ 35 (1 —0)°0+ cob
_ G €2 200 2¢O 300 p\3g G4 o4 va
2w(1 0)§+4w(1 0)°¢ 8w(l 0)£+16w (1—0)%¢
- %&(1 —0)°¢ — dob€ + %w(l —0)0¢ — %oﬂu — 0)%6¢
d3 3 dy 4 4 ds 5 5
+ Tt (1 - 0)0¢ — Tow' (1 - 0)'0¢ + 2w”(1 - )76
= ag— %w(l —0) — %wQ(l +0)+ asw® — %w4(1 —0)— %’(j’(l +0)

— bof + %lw(l —0)0 + %2&(1 +0)0 — b3w?6 + %%4(1 —0)0

+ %50.:5(1 +0)0 + co — %w(l —0)¢ — %QwQ(l + 0)€ + 3w
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- %4&(1 — ) — %%5(1 +0)¢ — dofE + %w(l —0)0¢

—+%w%1+ewg—@w%¢+%w%1—ewa+%w%1+9w§
_ a | 3h @ 3\ o, o4
—a0+< 2+2>w+< 5 2) + asw

ay 3b4 4 as 3b5 5 al b1
+<2+2>w+<2 2>w bt + 5 T3 wb

b b b
+ (—aQ + 22> w20 — b3w36 + <a24 + 24> w0 + (_CL5 + 5> w0

2 2 2
3d 3d
+ co€ + (—621 + 21> w§ + (—622 - 22> W€ + caw3E
Cq4 3d4 4 Cs 3d5 5 C1 d1
+<2—|—2>w§+<2 5 w’€ — dobE + 5 T35 wh§
(2 B2 20e —gntpe 4 (4 91 wipe
2 2 2 2
¢ ds\ 5
—— 4+ = g¢.
—i—( 5 + 5 ) w?0¢
Or, comme nous cherchons le corps laissé fixe par (7o), nous avons 70(2) = z,
ce qui entraine que by = 0, by = a1, bg = —ag, b3 =0, by = a4, b5 = —as, dy =0,
di =c1,dy = —c9,d3 =0, dg = ¢4 et ds = —c5. Ainsi, z se réduit a

2= ag+ aw(l+0) + asw?(1 — 0) + azw® + agw*(1 + 6) + asw®(1 — 6)
+ cof + c1w(1 + 0)€ + cow?(1 — 0)€ + c3w3€ + et (1 + 0)€
+ C5w5(1 —0)¢
= ap+ay (w1 +0))+d(wd+0)?+as (w1 +0))®+d) (w(d+6))*
+al (w1 +0))° + cof + 1 (W14 0)) €+, (w1 +0))* ¢
+ (W +0)> e+ ¢y (wd+0) €+ (w1 +0))°¢.

Nous pouvons ainsi conclure que comme z est un élément typique de Q(w(1 +
6),&), alors ce dernier corps est le corps laissé fixe par (ro?).

Apreés avoir trouvé tous les corps laissés fixes par les groupes cycliques, il ne
reste qu’a tenir compte des sous-groupes engendrés par deux automorphismes ou
plus. En vertu du cinquiéme résultat du théoréme fondamental de la théorie de
Galois, il suffit ensuite de prendre I'intersection des sous-corps qui correspondent
aux groupes monogénes qui le composent.

Par exemple, le sous-groupe (7) correspond au sous-corps Q(w, ). En effet,
T(w) =w, 7(§) =€ et |(T)| = [K : Q(w,&)] = 2, alors le deuxiéme résultat du
théoréme nous assure que () ne fixe pas un corps plus grand que Q(w,§). De
méme, le sous-groupe (o) est associé a Q(0,§), car 0(0) =0, 0(§) = £ et (o) est
d’ordre 6, ce qui correspond au degré de K/Q(6,¢). Nous pouvons donc aisément
déduire que le sous-groupe (7, 0) correspond a l'intersection Q(w, &) N Q(0,§) =
Q).
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Il existe des raccourcis pour déterminer les corps laissés fixes par les sous-
groupes de (G, mais cette technique requiert une bonne intuition et une certaine
expérience. A partir d’un sous-groupe donné H., il s’agit de déduire & prime abord
un bon candidat pour le corps F, puis de vérifier que les générateurs de H le
fixent bel et bien, mais qu’ils ne fixent aucun corps plus grand en comparant
l'ordre de H avec le degré de lextension K/E.

Pour illustrer cette méthode, considérons le groupe Hy; = (03,70, p). Notre
flair nous améne a choisir F1; = Q(w?(1—0)) comme corps laissé fixe. En premier,
nous vérifions les effets des générateurs sur 1y :

AW1-0) = (0*w)* P (1—0) = (~w)* (1 - 0) =w?(1-0),
ro(W?(1—0)=  (row))? 1o(1—0) = (r(wl))*(1+6)
= P(1-02(1+6) =’ (1-0),
p(1-0) =  w(1-0).

Les trois générateurs de Hqp fixent donc Fq1. Finalement, comme 'ordre de
Hj; vaut 8 et que le degré de K/FEq; donne également 8, alors le candidat est le
bon.

A P’aide de la Table 4, nous pouvons illustrer les relations groupe-sous-groupe
ou inversement corps—sous-corps. De plus, le diagramme de Hasse que nous avons
exhibé nous donne une vision globale des sous-corps reproduisant le treillis des
sous-groupes.
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n | Sous-groupes Sous-corps n | Sous-groupes Sous-corps
1 G = (0,7, p) F=Q 28 Hag = (03, p) E2s = Q(w?,0)
2 Ha = (po,T) By = Q(w?) 29 | Hag = (0%,p10%) | E29 = Q(w?(1+0),06¢)
3 H3 = (0,7) By =Q(¢) 30 | Hso = (o3, p7) Eso = Q(w?, 6¢)
4 | Hy= (02 10,p) By = Q(w?0) 31 | Hsi = (0% pr0) | E31 =Qw?(1—0),0¢)
5 Hs = (o, p) Bs = Q(0) 32 | Hsz=(r0%,p) B3z = Qw(1 - 9))
6 He = (o, pT) Eg = Q(0€) 33 Hss = (7,p) E33 = Q(w)
7| Hi=(o*7p) Br = Q(w?) 34 | Hsa=(ro*,p) Esq = Quw(1 +6))
8 | Hs=(po,pr) Eg = Q(w?6¢) 35 | Hss = (po®, pro?) | Ess = Qwi(1 — 0)€)
9 | Hy=(o%70%p) | Eg=Qw?(+90)) 36 |  Hsg = {po?, pr) Es6 = Q(wo§)
10 | Hio = (o®,7,p) Bio = Q(w?) 37 | Hsr = (po® 7o) By = Q(wb(1 + 6)¢)
| Hiu = (0% 70,p) | Eu=Qw(1-0) 38 Hzs = (07) Ess = Q(w?,6,¢)
12 His = (02,7) E12 = Q(w?,€) 39 Hsg = (102) E39 = Q(w(1-0),8)
13 | Hiz=(0%pro) | Eiz=Q’,0¢) 40 Hyo = (r) Es0 = Q(w,€)
14 | Hus= (po) B1a = Q(w¢,0) Al | Hu = (ro?) Exn = Qw(1+0),€)
15 His = (o) Ei5 = Q(9,¢) 42 Hyz = (pra®) Ea2 = Q(wb(1 — 0),0¢)
16 Hig = (a2, p) E16 = Q(w?,0) 43 Hys = (pro?) Ey3 = Q(w9, 6¢)
17 | Hir = (0% 70) Ey7 = Q(w?0,€) 44 Hyy = (pro) E44 = QwO(1 + 0),0¢)
18 | His = (o2, p7) Eis = Q(w?, 6€) 45 Hys = (po®) Ey5 = Q(w§, 0)
19 | Hig = (po?,70?) | Eig = Qw(1l - 0)¢) 46 Hag = (0?) By = Q(w?,6.6)
20 | Hzo = (po®,7) Eao = Q(wé) 47 Har = (p) Ea7 = Q(w,0)
21 | Hoy = (po3,70%) | E21 = Qw(l + 6)¢) 48 Hag = (105) E8 = Q(wi(1 — 0),€)
22 | Hao = (03,702) | Ea2 = Qw?(1+6),¢) 49 Hyg = (103) Ey9 = Q(wb,€)
23 Hag = (03,7) B3 = Qw?,¢€) 50 Hso = (70) Es0 = Q(wo(1 + 60),)
24 | Haa=(o%70) | BE2a=Qu?(1-0),¢) ol Hs1 = (pro?) Bs1 = Q(w(1 - 0),08)
25 | Has=(r0%p) | Ez5=Qwl(l-0) 52 Hsz = (pr) Es2 = Q(w, 0¢)
26 | Hos = (103, p) Eog = Q(w) 53 Hss = (prot) Es3 = Q(w(1 4+ 6),0¢)
27 | Har = (70,p) Ear = Q(w0(1 +0)) 54 I K =Qw,0,)

TABLE 4 — Liste des sous-groupes et des sous-corps de Q (w, 0, )
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4 Conclusion

En fin de compte, 'utilisation du théoréme fondamental de la théorie de Galois a
été grandement utile dans I’énumération des sous-corps de ’extension algébrique
Q(w,0,¢)/Q. Sans la bijection avec les sous-groupes du groupe de Galois, la
tache aurait été impossible. Dans le domaine de la chasse aux groupes de Galois,
il existe un document assez important et trés intéressant. Il s’agit du mémoire de
maitrise du mathématicien Leonard H. Soicher, qui étudiait alors & 1’Université
Concordia [Soi81].
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