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Les vagues solitaires

Gabriel Lapointe

RESUME  On montrera comment obtenir les équations décrivant les vagues
d’eau a partir de la loi de la conservation de la masse et de la seconde loi de
Newton. Celles-ci donneront les équations du mouvement et de la continuité
d’Euler. On expliquera comment ces équations sont générées et on utilisera
une approche asymptotique pour décrire les solutions & ces équations. Plus
particulierement, on dérivera les équations décrivant les vagues d’eau pour
trouver I’équation de Korteweg-de Vries.

1 Introduction

Les vagues a la surface de I’eau constituent un probléme de la physique et des
mathématiques qui fait évidemment partie de la théorie des ondes. Plusieurs
types de vagues subsistent dans un certain volume d’eau (par exemple une ri-
viére, un océan ou une mer) et de nombreux facteurs peuvent les influencer,
en particulier la profondeur de 'eau, les obstacles (par exemple des bateaux ou
des rochers), le vent, la tension, la pression, les ondes dégagées par les plaques
tectoniques et plusieurs autres facteurs. Ce phénomeéne naturel peut donc deve-
nir trés complexe lorsque tous ces facteurs sont réunis dans un méme probléeme.
Dans notre cas, on négligera plusieurs de ces facteurs, afin de rendre le probleme
sous une forme simplifiée ce qui en facilitera sa résolution.

On débutera I’étude du probleme des vagues d’eau en formulant des hypo-
theses sur le fluide et on utilisera la loi de la conservation de la masse et la seconde
loi de Newton pour retrouver les équations du mouvement et de continuité d’Eu-
ler. Ces lois seront développées et expliquées en détails lors des deux prochaines
sections. En particulier, on utilisera des concepts (expliqués) de la mécanique
des fluides et d’analyse dimensionnelle qui seront tres utiles pour ’obtention des
équations qui formeront le probleme des vagues d’eau. La démarche complete
est donnée de fagon détaillée aux sections 2 et 3 et est fortement inspirée de
[Joh97], [JohO03] et [JD92].

Ensuite, on trouvera ’équation aux dérivées partielles de Korteweg-de Vries
(KdV) qui est dérivée des équations du probléme des vagues en se servant d’une
approche asymptotique. La démarche compléte de cette approche sera présentée
a la quatrieme section et s’inspire fortement de [JD92] et de [CJ0S].

J’aimerais remercier Vasilisa Shramchenko pour ses remarques judicieuses, son temps et
ses relectures qui m’ont grandement aidé a rédiger cet article.

(©Université de Sherbrooke
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2 Définitions, notations et rappels

Tout au long de cet article, certains termes employés sont tirés des notions
de la physique, plus particulierement de la mécanique des fluides. Le but de
cette section est donc de définir ces termes et de rappeler des notions d’analyse
vectorielle qui seront également utilisées.

Considérons un fluide non visqueux de volume V' contenu dans un bassin B C
R3 borné par la frontiere dB. Chaque particule du fluide posseéde une position
de coordonnées (z(t),y(t), z(t)) a I'instant ¢. Afin d’alléger la notation, on écrira
(r,y,2) = (x(t),y(t),z(t)). Le fluide posseéde une densité, notée p(z,y,z,t), au
point (z,y,z) € B a l'instant ¢. De plus, on note v = (u(z,y,2),v(x,y,2),w(x,y,2))
sa vitesse d’écoulement au point (z,y,z) € B a 'instant ¢. Précisons qu’un fluide
visqueux est un fluide qui offre une certaine résistance lors de son écoulement
(par exemple, le miel offre une plus grande résistance d’écoulement que 1'eau).

Définition 2.1. On appelle surface stationnaire une surface dont ’équation
est de la forme z = g(z,y), ou la fonction g est indépendante du temps.

On suppose que I’équation z = h(x,y,t) décrit la surface du fluide en contact
avec l'atmosphere et z = b(z,y) la surface stationnaire du fond du bassin.

Introduisons maintenant la dérivation selon la méthode d’Euler. Soit une
fonction f(x,y,z,t) représentant une quantité physique du fluide au point (x,y,2)
€ B a l'instant t. Les vitesses d’écoulement horizontale, verticale et en profon-

deur sont données respectivement par (u,v,w) = (%, %, ‘fl—f).

Définition 2.2. On note %{ la dérivée matérielle de f(x,y,z,t) et on la définit

comme étant 5 5 5 5

D

—f :u—f+v—f+w—f+—f.

dt Ox oy 0z Ot

On suppose également que le fluide est non rotationnel, c’est-a-dire que

I’écoulement du fluide ne forme aucun tourbillon. Il est utile de rappeler quelques
notions d’analyse vectorielle qui seront nécessaires pour définir la fonction du
potentiel des vitesses. Cette fonction sera tres utile pour les deux prochaines
sections.

Définition 2.3. Soit 'opérateur gradient V = (%, 8%’ %). On définit la

divergence d’un champ de vecteurs Z = (A;, Ay, A,) comme étant

, B _0A, 04, 0A,
dzv(Z)-V-Z— o + By + R

ou 'opération - représente le produit scalaire.

Définition 2.4. Soit 'opérateur gradient V = (8%’6%7%)' On note O le

rotationnel qu’on définit comme étant O(r) = VAv ou A est le produit vectoriel
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et v = (u,v,w) est la vitesse d’écoulement usuelle. On a donc

Fa
ow Ov Ju Ow Jdv Ou
_ _ o] o) o) _
u v w

Notons qu’un fluide est dit non rotationnel si ©(r) = (0,0,0). Si le fluide est
non rotationnel, alors, en vertu de la définition 2.4, on déduit que

ow Ov ou  Ow ov _ Ou

— =, — ==, —=_—. 1
dy 0z 0z 0Ox’ Ox Oy (1)

%
On remarque que, pour toute fonction scalaire ¢, on a toujours O(V¢) = 0.

En effet, en vertu de la définition 2.4 du rotationnel, on obtient, par un calcul
similaire, que

2 2 2 2 2 2
@<v¢):<a¢ Pp Py Py P a¢>.

Oydz 020y’ 020x Oxdz Oxdy  Oydx

En vertu de la commutativité des dérivées, on obtient O(V¢) = 0. Par consé-
quent, pour un fluide non rotationnel, on peut définir une fonction ¢(x,y,z)
que 'on appelle potentiel des vitesses d’écoulement telle que v = V¢. Elle sera
utilisée dans la section sur ’équation de Korteweg-de Vries.

3 Probleme initial des vagues d’eau

Dans cette section, le but est de construire le probleme initial des vagues d’eau.
Pour ce faire, on utilisera les définitions et notations mentionnées a la section
précédente. Tout au long de cet article, on considérera que le fluide est incom-
pressible, non rotationnel et non visqueux sur une surface fermée sans tension.
La loi de la conservation de la masse et la seconde loi de Newton seront égale-
ment utilisées et expliquées afin de retrouver les équations du mouvement et de
la continuité d’Euler.

3.1 Equations de la physique pour un fluide

Soit M la masse du fluide de volume V. Pour une densité uniforme p, on écrit
M = pV. Si la densité n’est pas uniforme, on considere un petit volume dV dans
lequel la densité peut étre supposée indépendante de la position. Pour ce cas,
on a dM = pdV. Par conséquent, on trouve que

M:///V,odV. 2)

En supposant la densité indépendante du temps, on obtient que

i‘;‘f—///vgfdv—o. (3)
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On définit maintenant le débit massique dans un volume V' comme étant le taux
de masse d’un fluide sortant au travers une surface fermée S entourant le volume
au temps t. Soit n le vecteur normal a la surface et orienté vers 'extérieur de la
surface. Selon [IP03], le débit massique s’écrit

dé\f:—//spy-ndS. (4)

En vertu du théoréeme de Green-Ostrogradski, on a que

//Spy-ndS:///vdiv(py)dV. (5

De (3), (4) et (5), il vient
// div(pr)dV = 0.
\%

Cette relation est valide pour tout volume V, alors div(pr) = 0. Etant donné
que p est uniforme, on obtient que

ou Ov Ow
ﬁ—i-afy—i-&—o. (6)

~—

L’équation (6) est appelée ’équation de continuité d’Euler pour un fluide in-
compressible.

Posons G = (0,0, — g), ou g est l'accélération gravitationnelle. On définit
maintenant la force gravitationnelle, notée Fj, agissant sur un petit volume
d’eau comme étant dFy, = GdM ou dM = pdV. On peut donc réécrire cette

équation sous la forme
Fg:///deV. (7)
1%

Notons que le signe négatif vient du fait que 'accélération gravitationnelle est
exercée vers le bas. On définit aussi la force de pression, notée Fp, comme étant
la force exercant une pression P en un point quelconque (z,y,z) € B sur la
surface S du fluide. Cette équation est donnée par dFp = —PndS qui peut étre

réécrite sous la forme
Fp—— // Pnds. (8)
S

Notons que la force de pression est exercée vers le bas, d’ou le signe négatif. En
vertu du théoréeme de Green-Ostrogradski, ’équation (8) est équivalente a

Fp:—///VVPdV. 9)

On peut maintenant définir la force résultante comme étant la somme des forces
exercées sur le fluide, c’est-a-dire que Fr = Fy + Fp. Par conséquent, on obtient

FR:///VdeV—///VVPdV:///V(pG—VP)dV. (10)
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En vertu de la seconde loi de Newton, on a que dFp = % dM = p% dV, ou
Dv représente 1’accélération au point (x,y,2) € B al'instant ¢. Il en découle que

dt
FR:///VpJZ;dV. (11)

Des équations (10) et (11), il vient

//V,ol;tde:///v(pG—VP)dV. (12)

Comme (12) est vérifiée pour tout V, on obtient, en divisant par p de part et

d’autre, que

Dv 1
— =—-VP . 1
7 pV + G (13)

En notation cartésienne, 1’équation (13) s’écrit de fagon équivalente, pour z, y
et z, sous la forme

ou ou ou ou 1 0P
Eremtig R - gk

v v v v N — YL
NN T (14)
w w w w
ot T UGy Ty, Twyy —%0: 9

On sait que le vecteur de la vitesse d’écoulement s’écrit aussi v = (Cfi—f, %, %).

Or, sur la surface d’eau z = h(z,y,t), on a w = % = %. Mais, h dépend de
x(t),y(t) et t. Par conséquent, on trouve

_dzdh _dydh Oh Oh _ Oh _ Oh  Dh

De plus, si z = b(z,y), la surface stationnaire du fond, on effectue le méme calcul
lorsqu’on a obtenu (15). On trouve donc
b ab
w=u—+v— surz=b(x,y). 16
U5 () (16)
Puisque la surface de fond est stationnaire, sa vitesse doit étre nulle, ¢’est-a-dire
que w = 0 lorsque z = b(z,y).

Lorsqu’on est a la surface du fluide, c’est-a-dire que z = h(z,y,t), la pression
est identique a celle de la pression atmosphérique notée P,. En résumant ce que
lon a fait avec les équations (1), (6), (13), (15) et (16), on obtient donc les
équations non linéaires décrivant les vagues d’eau suivantes :

Dv 1

NP

oz T oy +5, =0

P=P, en z = h(z,y,t)

w— % + u% + U%Z en z = h(z,y,t) . (17)
w = u% + vg—z en z = b(x,y)

w =0 en z = b(z,y)
Bog-o B-f-o g-g-0
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3.2 Adimensionnement (changement d’échelle)

Maintenant, on utilise 'analyse dimensionnelle qui a pour but de simplifier le
probléeme des vagues (17). En effet, les unités de mesure physique du probléme
deviennent rapidement complexes & utiliser. Afin de réduire cette complexité,
on rendra les variables du probleme sans dimension, c’est-a-dire sans unité. On
procedera donc & un changement d’échelle pour ces variables.

Exemple . On sait que la vitesse, disons v(t), s’écrit v(t) = §, oul s est la
distance en metres parcourue au temps ¢ en secondes. Afin de rendre cette vitesse
sans dimension, on posera v*(t) = z—gv(t), ou tg est le temps en secondes et s
est la distance en metres, qui rend v* sans unité.

Supposons que les vagues d’eau sont périodiques de période T et qu’on tra-
vaille en eau peu profonde. Introduisons I’amplitude moyenne d’une vague que
I’on note a, la profondeur moyenne de ’eau au repos, notée hg, et la longueur de
la vague en surface, notée A\. Voir la figure 1 (page 7) pour une représentation
simple d’une vague d’eau.

On désire rendre la vitesse v = (u,v,w) sans dimension. Pour ce faire, on a
besoin de la vitesse de propagation d’une vague que 1'on note c. Selon [Sor(06],
cette vitesse est donnée par ¢ = /ghg ou par ¢ = % en eau peu profonde.
Précisons que la provenance de ces formules est détaillée au deuxieéme chapitre
de [Sor06].

On trouve donc que A = ¢I'. Comme ¢ = \/ghg, on obtient A\ = \/ghoT et

T = Ah . Ainsi, T'unité de la période T est le temps en secondes. De plus,
gho

on sait que w est la vitesse d’écoulement verticale dont 1'unité est le metre par

seconde (m/s). On remarque que % a la méme unité que w. En remplacant

hoy/gh , ~ oy 2

\/%’ VI 4 également la méme unité que w. Par
gho

, . . . . hoy/gh
conséquent, on introduit w* sans dimension tel que w = Ofgow*. Pour les
vitesses d’écoulement horizontales u et v, introduisons u* et v* sans dimension

tels que u = u*\/ghg et v = v*y/ghg, car v/ghg a la méme unité que u et v.

Maintenant, on veut rendre sans dimension le temps . On a vu que T' = \/)\T
gho

T par on obtient que

exprime également le temps. On obtient, en introduisant ¢t* sans dimension, que
t= At
gho

Puisque x et y représentent les coordonnées horizontales a la surface .S,
introduisons z* et y* sans dimension tels que z = Az* et y = Ay*. De la méme
fagon, on introduit z* sans dimension tel que z = hgz*.

Soit n(x,y,t) la hauteur de la vague au temps ¢. On sait que hg représente
la hauteur moyenne de la surface d’eau au repos. Ainsi, on obtient la hauteur
h(z,y,t) en ajoutant la hauteur de la vague & hg, c’est-a-dire que h = hg + 7.
Introduisons n* sans dimension tel que 7 = an®, ou a est 'amplitude moyenne
de la vague d’eau. Pour la surface de fond b(z,y), on introduit b*(z,y) sans
dimension tel que b = hgb*.
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Surface de I’eau a la pression atmosphérique (P,)

= c

=2

&

= —

A e h, : Niveau de I'eau

g A : Longueur de la vague

= C : Vitesse de propagation de la vague
B —— a: Amplitude moyenne

L —— a, : Hauteur de la surface de la vague
Surface du fond stationnaire (z = b(x,y)) | —— v : Vitesse d'écoulement

Surface en (x,y)

FicURE 1 — Représentation d’une vague d’eau

On utilise maintenant la relation fondamentale d’hydrostatique donnée par
P =P, + pg(hg — z) dont les détails pour obtenir cette relation sont expliqués
au chapitre 1 de [Kra05]. Cette relation tient compte de la pression exercée
au point (z,y,z) par le volume d’eau se situant entre la hauteur hy et z. On
doit également considérer la pression dynamique supplémentaire de la vague
d’eau que 'on notera p(z,y,z). Introduisons p*(z,y,z) sans dimension tel que
p = pghgp*. Donc, si on ajoute cette pression a celle donnée par la relation
d’hydrostatique, on obtient que

P = Py, + pglho — 2) + pghop™. (18)

Les variables sans dimension calculées précédemment peuvent étre résumées dans
le systeme suivant :

w = hz\i V)\ghow*, v =v"/ghg, u = u*\/ghg
t=—F=tz= ", y=\y", 2 = hgz* . (19)
\/QTO ? ? ?

n = an*, b= hob*, p = pghop*

Maintenant, le but est de remplacer les variables du systeéme (17) par les variables
sans dimension calculées. Si z = h = hg + an®, alors on sait de (19) que hgz* =
hg 4+ an®. Donc, on obtient que z* =1+ hion* sur la surface.

A partir de la relation (18) et de la troisiéme équation du systéme (17), on
peut trouver la pression p* sur la surface z = h(z,y,t). En effet, on a P, = P =
P, + pg(hg — hoz*) + pghop*. Donc, —pg(hg — hoz*) = pghop* si et seulement si
—pgho(1—2z*) = pghop* si et seulement si z* —1 = p*. Par conséquent, p* = h%n*,
car 2 =1+ hion* tel que calculé dans le paragraphe précédent.

De I’équation (15), du systéme (19) et puisqu’on a noté h = hy + an*, on a
que —hOKQT Sk = \/iTO O o0') | "*@a(hgfm*) i v*@ B(h%}am)‘ Comme hyg

ot*
VvV gho

ne dépend ni de z*, ni de y* et en divisant des deux c6tés par 5—, on obtient
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que how* = ag’zj + au* gg: + av* gz: Par conséquent, on trouve que
a (0n* on* 877*)
= - - =1 20
w ho(ﬁt*+u o "V ay) +h0 (20)
Du systeme (19) dans I’équation (16), on obtient que
ho \/ gh 8]10()
e 8>\ AR e
si et seulement si
ob* ob*
w* =u* e +v* o en z* = b"(z"y"). (21)

En remplacant les variables de ’équation de continuité d’Euler (6) par les va-

. . . . gho gu* gho gu* | hov/gho guw*
riables sans dimension de (19), on trouve que Y5— g% + ¥ o T Mo 07 —

0. Par conséquent, on obtient I’équation de continuité sans dimension, c’est-a-
dire que

ou* n ov* n ow*
oxz*  Oy*  0z*
On remplace également les variables de la troisiéme équation de (14) par celles

sans dimension données dans (19) et par I’équation (18). Il vient

hig * Ow™ * Ow* * Ow _ 1 O(Pa+pgho(1—2*+p*))
ﬁ(@t* +u Ox* +v oy* +w 8z>__h0p oz*

est une constante et que hg ne dépend pas de z*, on a

A(P, + pgho(1 — z* hop* ap*
(Pa + pgho(l = 2%) + pg op):pgho<_1Jr p)'
oz* 0z*

=div(v*) = 0. (22)

—g. Puisque P,

Ainsi, on obtient —ﬁppghg (—1 + %) —g= _gaz

ow L ow* L ow* LOwW™\  (ho 2 Dw* _ op”
(A) (at* Yo Uy T 8z*>_<)\) i~ o B

On procede de la méme facon pour les vitesses u et v données par les premiere
et deuxiéme équations de (14). En remplacant par les variables sans dimension
de (19) et par ’équation (18), on obtient que

gho <3u* Lou* 4o ou* 4w 8u*> _ 1 O(P, + pgho(1 — 2* +p*))‘
A PA ox*

u
ot* ox* oy* 0z*
Par conséquent, on obtient que
ou* ou*

U v w = = .
ot* or* oy* oz* dt* or*

ou*  Dux  Op”

(24)

De méme, on obtient pour la vitesse v

ov* bt ov* _H)*é)v* n w*(‘)v* _ Dvx _ 0op* (25)
ot* Ox* oy* dz¢  dt* Oy
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En remplagant par les variables sans dimension de (19), on trouve, pour les
équations d’écoulement non rotationnel données a la derniére ligne de (17), que

oy* 9z 0 Oz*

A

+ =0 ~% 0. (26)

<h0)2 ow*  ov* ou* B <h0)2 ow* ov*  ou*
Ox* "9z Oy*

Notons que les coefficients % et ;- se retrouvent dans les équations (20), (23),

(26) et devant les expressions 2* et p* dans (19). Posons ¢ = & et § = h—/\o On

interpréte € comme étant 'amplitude de la vague et 6 comme étant l’inclinai-
son de la vague. Notons aussi que ces deux variables sont sans dimension. En
ramassant les équations (19) a (26), on retrouve alors le systéme suivant :

Dux __  Op*

d - *
Duvx __ _3;*
a = 9y
52 Dwx _ _ Op*
At T 92
div(v*) =0
p* =en* en z*¥ =1+en*

w*:g(an*_ku*%-i-v*aﬁ) en z* =1+ en*

ot* or* oy*
* __ % Ob* * Ob* * 1%
wfuaz*+vay* en z*=b
w* =0 en z* = b*
2 Qw* ov* ou* 2 0w* __ ov* ou* __
0 oy* ~ OzF O’ 0z* 0 ox* 0’ dxz* — Oy* 0

(27)
On remarque que si la surface d’eau est au repos parfait, c’est-a-dire qu’il n’y a
aucune vague, alors ¢ = 0. Apres le passage d’une vague, I’eau tend a redevenir
au repos et cela se caractérise par lim,_,q hio = 0. L’inclinaison de la vague tend
a étre nulle plus la longueur A\ de la vague est grande, c’est-a-dire que 6 — 0
lorsque A — oo. Si € — 0, alors on constate que p* — 0 et w — 0 lorsque
z — 1. Il est convenable de considérer le changement d’échelle suivant. Afin de
conserver la méme notation pour les variables déja définies sans dimension, on
utilise 'opérateur — tel que I'expression A* — kA* signifie A* est remplacé par
kA*. Pour le vecteur de vitesse * et la pression p*, on remplace v* — ev* et
p* — ep*. Il en découle le systéme final des vagues d’eau suivant :

S +e (wi o rurgs) = -5

P’ te (U* v tw L) = —ggi

029 e (wg + 07 g +wr G| = -2

div(v*) =

p*inl en z* =1+en*
w*:g;’:—ks(u*ggi—kv*gg) en z* =1+e¢en*
w* =u* gg; +v* gzi en z* = b*

w* =0 en z* = b*
L ot S

(28)
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En prenant € — 0, on trouve le probleme linéaire des vagues d’eau suivant :

p=n enz*=1 . (29)
w* = G en z* =1

S *k Lk
w* =utgs +v 0y en z* =0
w* = en z* = b*

2 ow* ov* __ ou* _ g20w* __ ov* _ ou* __
0 B o O’ 0z* 0 or* 0’ ox* oy* 0

Pour les p*, n* et w* définies en 2z* = 1, on peut approximer les solutions a
I’aide d’une série de Taylor par rapport & . Aussi, comme ¢ — 0, il est possible
d’approximer p*, n* et w* sous la forme de séries de puissances données par

) 00 00

* s n, x * o n,*x * s n *

p Nzep'm n ~Z577m w Nzewn‘
n=0 n=0 n=0

4 Equation de Korteweg-de Vries

Le but de cette section est de réduire les équations de (28) selon une approche
asymptotique, c’est-a-dire en séries de puissances de Taylor afin de trouver
I’équation de Korteweg-de Vries. Nous développerons les équations du systeme
(28) en séries de Taylor par rapport au parameétre e. Les équations du systéme
deviennent des égalités des séries de Taylor en ¢, donc on sait que les coefficients
pres de €" des deux cOtés coincident. Alors, en considérant les termes avec €”
pour n = 0,1,2, ..., on produit les systémes pour les coefficients de Taylor de n*.
En trouvant les coefficients n;; & partir de ces systémes, on obtient les approxi-
mations successives a la solution n*. Le systéme pour n = 2 donnera 1’équation
de Korteweg-de Vries.

Pour effectuer cette approche asymptotique, on s’intéresse aux longues vagues
de faible amplitude, c’est-a-dire quand ¢ — 0 et § — 0. De plus, on considé-
rera que les vagues se propagent dans la direction des x positif, c’est-a-dire que
v = 0 et qu’on enleve toute dépendance par rapport a y. On ajoute également
I’hypothese que b* = 0.

On veut maintenant étudier le systéeme seulement avec le parametre €. On se

é ) Ve
%fk? t*— %t* et w* — Sw*.

En remplacant dans les équations de (28) et puisque aucune dépendance en y

propose donc les changements d’échelle x* +—
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n’existe, on obtient que

G re(wis vwds) = 3%

e |G e (whm +urgs)] = -5

Bu 811) =0

p = 17 en z* =1+ en*(z*,t*) - (30)
w* =% +c (u k) en 2 = 1+ en (e 1)

w* =0 en z¥ =10

ou* ow* __

9 ~ Eor = 0

La dernieére équation de (30) permet d’introduire le potentiel des vitesses d’écou-
lement. La notion du potentiel des vitesses a été expliquée a la deuxiéme section
de cet article. Notons que les memes notations seront utilisées.

Posons u* = gj’ . Une telle fonction ¢ existe grace a la derniére
équation de (30). En substltuant dans la premiére équation de (30), on trouve

que

0%¢ op  0%¢ op  0%¢ op*

ot*x* * oz d(x*)? + Oz* Oz*Ox* * or* 0
En intégrant par rapport a £, on obtient
¢ e (DdpN\N* 1(dpN* . L.

ou fo(2*,t*) est une fonction d’intégration. On effectue le méme calcul (en in-
tégrant en z* cette fois) pour la seconde équation de (30) et on obtient aussi
I'équation (31), mais avec fi(x*,t*) comme fonction d’intégration. On trouve
alors que fy(z*,t*) = fo(2*,t*) et on déduit qu’il n’y a pas de dépendance en x*
et z*. On peut donc écrire

M= 202 (2 )

ot R(t*) est constante dans le domaine {(z*,2*) € R?: 0 < z* < 1 +en*(z*,t*)}
pour tout t*. Posons ¢y = ¢ + f(t*) ot f(t*) = — [i R(t)dt. On trouve alors

que
dpy 09
ot ot
Notons que le potentiel des vitesses ¢ est défini a I’addition d’une fonction in-
dépendante de (z,y,z) pres. De (33), il vient que

O e (00\* 1(0p\*> .,
&*+2QMJ +2Q%J +p =0 (34)

En substituant ¢ = ¢ — f(t*) dans (34) on obtient que

O¢r | € 8¢f)2 1(8¢f>2 .
8ﬁ+2(&ﬁ tolgnr) TP =0 (35)

~ R(tY). (33)
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On écrira ¢ au lieu de ¢;. Puisque p* = n* en 2z = 1 + en*, puis en remplacant
les valeurs de u* et ew* dans les équations de (30), on tire le systéme suivant :

o ¢ \ 2 a6 \2 | & « «
5o+ 5 af*) +%<azqi) tn7 =0 enz"=1l+en
P an* ¢ On* . «
82?1 =€ 87157* +€(8ﬁ* 82*)} en z = 1+€77 ) (36)

0% 0%¢ 0

€@ T a)eE = en z* € (0,1 +¢en*)
gj* =0 en z* =0

Notons que les solutions de ¢(z*,t*,2*) et de n*(x*,t*) dans (36) sont des fonc-
tions analytiques de parametre e, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre exprimées
sous la forme de séries de puissances en € suivantes :

o0 o0
¢(:U*7Z*7t*) ~ Zekgbk(aj*,z*,t*), n*(m*’t*) ~ ngnZ(x*vt*)
k=0 k=0

Afin d’obtenir I’équation de Korteweg-de Vries, qui est 'objectif de la section, on
procedera en deux étapes. La premiere sera de dériver I’équation d’onde qui est
détaillée dans [Whill]. Pour cela, on effectuera l’approximation d’ordre 1 pour
o(x*,t*,2%) et n(x*,t*) en e. Pour la seconde étape, on procédera a un changement
de variable dans (36) et on trouvera les approximations d’ordre 2 en £ du nouveau
systeme. Cela nous permettra de trouver ’équation de Korteweg-de Vries.

4.1 Equation de I'onde

L’approximation d’ordre 0 en ¢, c’est-a-dire que ¢ € O(e%) et n* € O(?), signifie
qu’on ne conserve que les termes de degré 0 ou, de fagon équivalente, les termes
contenant € a la puissance 0. Donc, on a les approximations d’ordre 0 suivantes :

B(a", 2" %) & dola®,2"t) et n(a™ %) & mo(a* ).

On obtient alors ’approximation suivante du systéme (36) :

0 90\ 2
£S+%(8f3) +n5=0 enz*=1

g0 _ *

8522 =0 en z*¥ =1 ‘ (37)
8(2‘,73;’2 = en z* € (0,1)

gff =0 en z* =

Des trois derniéres équations de (37), on déduit que ¢y est indépendant de z*.
Donc, on peut poser ¢(z*t*) = ¢o(z*, z*,t*). Avec la deuxiéme équation de
(37), la premiere équation de (37) s’écrit comme étant

N

%-1-778:0 en z* = 1. (38)
C’est la solution de ’équation (38) qui fournit ’approximation de n* du profil
des vagues.
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Procédons maintenant a l'approximation d’ordre 1 en e du systéme (36),
c’est-a-dire que ¢ € O(¢e) et n* € O(e). Donc, on a ¢ ~ ¢o+ep1 et n* ~ ng+eny.
On déduit alors que

() - () ot sore

En vertu du calcul précédent, en remplagant les approximations de ¢ et n* dans
(36) et en ne conservant que les termes de degré 1 en ¢, le systéme se réduit a :

0z* 0z*
710 *
P en z¥ =1 ' (39)
82¢12 + (824502 — en z* € (071)
0

en 2 =0

2
991 _1_% 8¢0) +77T+%a¢0 =0 enz*=1
0

Puisque ¢ (z*,t*) = ¢o(z*,2%,t*), la troisieme équation de (39) s’écrit

b2 02
a(;f)12 = a(mfy en z* € (0,1). (40)

De I’équation (40), puis en intégrant par rapport a z*, il vient que

ooy, 0% - .
o7 = 7 g T 0@ e o) (41)

ou C(z*,t*) est une fonction arbitraire de z* et t*. La condition initiale donnée
par la derniére équation de (39) implique que C(z*,t*) = 0. Par conséquent,
Iéquation (41) en z* = 1 devient :

Py I
d(xz*)2 Ot

en z" = 1. (42)

Des équations trouvées en z* = 1, on peut maintenant déduire ’équation linéaire
de l'onde (voir pages 5,6 et 134 dans [Whill]) donnée par

g O

A 9 =0 enz"=1. (43)

En effet, en dérivant par rapport a ¢*, ’équation (38) devient

P I
o(t*)2 ot

en 2* = 1.

On en déduit, avec I’équation (42), que

2 2 *
07y — 0%y = Oy en z* =1.

o)~ a(x*)2 ot
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En dérivant ’équation précédente par rapport a t*, on trouve que

i R . _
oy o - awr P Th (44)

De plus, en dérivant deux fois ’équation (38) par rapport a z*, on obtient que

Py P .
0@ () en 2" =1. (45)

Par conséquent, en combinant les équations (44) et (45), on retrouve I’équation
d’onde (43). D’apres [Whill], la solution générale de cette équation est de la
forme ng(z*,t*) = f(a* — t*) + f(z* + t*), ou f représente la propagation &
la vitesse unitaire de la vague sur I'axe des z positifs et f la propagation & la
vitesse unitaire de la vague sur 'axe des x négatifs. Au début de la section, on
a considéré que les vagues se propagent selon ’axe des x positifs, alors posons
no(x*,t*) = f(z*—t*). Cela conclut la premiére étape de notre objectif puisqu’on
a trouvé I'équation d’onde. L’équation de KdV est obtenue en considérant le
probléme par rapport aux différentes variables.

4.2 Equation de KdV

Considérons le changement de variables dans (36) donné par (z*,t*) — (&, 7),
ou { = z* — 1" et 7 = et*. On trouve x* = { + L avec t* = L. Il en découle, a
I’aide de la dérivation en chaine, que

0 _00 00 _ 9 0 _00 00r_ 0, 0
oz 00z | Ordz*  0¢ ot ofor  orot 06 or

Les équations de (36) deviennent donc

2
—%?+ea—¢+§(g? +2(6¢) +n*=0 enz"=1+en"

96 _ 99 0 * _ *

5 = e [+ e (F + %)) 2t = Lten (46
52{5—%%20 en z* € (0,1 +en*)

aaji 0 en z* =0

De fagon similaire au systéme (36), ¢(&,2*,7) et n*(£,7) peuvent étre approximés
par des séries de puissances en € comme suit :

P(€,2%,T) ~ Za’“@kﬁz,ﬂ n (&)~ Y e HL(ET).

k=0 k=0

On peut maintenant procéder a 'approximation d’ordre 2 en e des solutions ¢
et 7 du systeme (46). On débutera avec les équations d’ordre 0 en ¢, puis on
obtiendra les équations qui se trouvent a 'ordre 1 et 2 en e du systeme (46)
dans le but de déterminer les ®; et Hy pour k = 0,1,2.
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L’approximation d’ordre 0 en ¢ du systéme (46) donne le systéme approxi-
matif suivant :

2
() =0 o

[5)
0P 5_ * _
9 = 0 en z* =1 (47)
8%4)0 — * :
8((;*)2 0 en z* € (0,1)
%Zf = en z*=10

Des trois dernieres équations de (47), on déduit que ®( est indépendant de z*,
alors on peut poser ®y(&, 2%, 7) = (&, 7) pour z* € [0,1]. Cela implique que

?;f,? =0 en 2z* =1, donc la premiere équation de (47) devient
Ho(é,7) = 67532’7) en z* = 1. (48)

Comme on a déterminé Hy et ®( en termes de 7, nous procéderons a la considé-
ration des termes d’ordre 1 en € dans le systeme (46) afin de trouver H; et ®;.
On obtient le systéme suivant :

2
0P 1 (90%g 09y 0P 0Py __ * __
8’7’ +2g ) 85 +H1+ 62* 82* _0 en z _1

¢
(89?*1 :_3750 en z¥ =1 19
R SRLE . - (49)
m‘i‘ 9e2 =0 en z E(O,l)
gf*l =0 en z¥ =0
Puisque v(§,7) = ®o(&,2%,7), la troisitme équation de (49) s’écrit 766(22?)12 = _g%'g
en z* € (0,1). En l'intégrant par rapport a z*, on obtient
0P, *827
B = —Z 8762 + C(g, T), (50)

ou C'(§, 7) est une fonction arbitraire de £ et 7. Or, la condition initiale exprimée
par la dernieme équation de (49) implique que C'(§,7) = 0. Par conséquent, on
obtient

0P 0?
82*1 = —z*a—gz pour z* € [0,1]. (51)
En intégrant (51) par rapport a z*, on trouve
*\2 82
w6 - -CL 00 vaen) powsenn, @)

ou «(&,7) est la fonction d’intégration indépendante de z*. En dérivant I’équation
(52) en &, on a

0P, (z:*)2 0%y da(&,T)

26T 2 08 T ae

pour z* € [0,1]. (53)
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Par conséquent, en remplagant (53) dans la premiéme équation de (49) et en
évaluant (52) en z* = 1, on trouve

208 T oe

oy 87) 103y 804(5,7-). (54)

mien=-0L(2

Notons que le but est d’obtenir une équation ne contenant que des termes en -y
pour ensuite les réécrire en termes de Hy. Pour ce faire, on a besoin de ’approxi-
mation d’ordre 2 en ¢ des solutions du systéme (46), c’est-a-dire que ¢ € O(e?)
et n* € O(e?). Le but de cette approximation est de trouver ®s.

Notons que la deuxiéme équation de (46) est en z* =1+ en*. Comme ¢
(f, 14+ en*,7) en série par

rapport a z* en z* =1 et on obtlent

09 . 99 . 0% (1) 0%
9P e = —
0z* (5’ +en ’T) oz* 2*=1 e a<2*)2 2*=1 2 a(z*){i z*=1

+0O().

(55)
Notons qu’il en est de méme pour g—?(&, 1+en*7)et %(5, 1+ en*, 7). On sait
que n* = Ho +eHy +e2Hy + O(e3) et que

0 8<I> 0P
¢ 1+2 2

3
9 8 ~+e¢ e + O(e”). (56)

Rappelons que gf? = 0 en z* = 1. Alors, en substituant (56) dans (55), on
trouve

+&2H, + 03 enz-=1. (57)

D¢ ( L)

0z* 0z*

8( *)2 € 82*

Des expressions similaires a (57) peuvent étre obtenues pour les dérivées par
rapport a £ et 7. En effet, on a

a¢ 8@0 8 (I) ) 82(1)0 €2H2 83@0
A eH, H
o¢ ( o€ 0o teMga Ty e o9
o®;  ,  0%® 5 0Py
— H O(e
+<€8€+6 052 +¢ 8§+()
et on procede de fagon analogue pour g @ En substituant (57) et (58) dans les
équations de (46) et en tenant compte que g‘fo = 0 en z* = 1, on déduit le

systéme suivant pour les termes avec €2

&_’_%(aq’l) +H 8<I>2+8<1>08<I>1:0 enZ*:l

or 0z* o0& o€

o® 0>y _ oH aH 8o OH . _

3223 —HOQagz——aTuf o T o e enz = . (59)
86&)%2 i 88231 -0 en z* € (0,1)

T = en 2* =
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En vertu de (51) et de (53), on trouve que

0P, 0%y 0d, 10%y  da(é,T)
o7 02 9 208 " o M7 (60)

De la troisieme équation de (59) et en vertu de I’équation (52), on a que

02Dy 02d, (z*)2 Mty 0« .
o) oe =% ag o pour z* € (0,1). (61)

On veut retrouver @5, alors on intégre une premiere fois I’équation (61) par
rapport a z* puisque ni v ni @ ne dépendent de z*. On obtient que

0Py (2%)% 0y 0a

+ 60(577—) pour z" € (Oal)a (62)

0z* 6 o¢t &2
ou fy(&,7) est une fonction arbitraire en (£, 7). Or, en vertu de la quatrieme
équation de (59), on a que By(§,7) = 0. En intégrant I’équation (62) en z*, on
trouve que

(Z*)4 84’7 (z*)2 8%a

Qo(8,7) = 21 oed 2 87624'5(577') pour z* € [0,1], (63)

ou B(&, 7) est une fonction arbitraire en (£, 7). Afin d’obtenir une équation dont
les termes seront en «y, on remplace les termes dans la deuxieme équation de (59)
par (48), (54), (52) et (62). En effectuant les dérivées nécessaires, on obtient en
Z¥=1:

10%  0%a Oy @ 0%y 10%  0%a Oy 8277 0%y 0Oy 8277

6061 9€2  0c 02 OrdE ' 20€ 062 T DA€ T TdE | € 9EY

En simplifiant le tout, on tire

? Oy H? 10*
7 i 7—1-*—7:0 en 2* = 1.

970t “oc o T 30¢k

En vertu de I’équation (48), on obtient I’équation de Korteweg-de Vries a la
hauteur des vagues n*(§,7) ~ Ho(&,7) :

0H, 0Hy 10%H,
2 H = = *=1. 4
9 + 3Hy 9€ +3 763 0 enz (64)

Alors, Hy est une solution de I’équation KdV (64). En connaissant Hy, on trouve
le potentiel des vitesses ¢ comme suit. Rappelons que le développement de Tay-
lor d’ordre 2 en e utilisé pour ¢ est ¢(&, 2*,7) = ®o(&, 2%, 7) + eP1(&, 2%, 7) +
e2®,(¢, 2%, 7) + O(£3). Des équations (52), (63) et, puisque ®g(&, 2*,7) = v(&, 7),
on obtient pour z* € [0,1] :
(2%)? 0%y

> g2 T

*\4 84 *)2 82

p=v+e +é?
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En vertu de (48), on peut réécrire (65) selon Hp comme suit pour z* € [0,1] :

OH 2*)2 03 H, )4 9% H, )2 0%«
czﬁ:a—; £ [—( 2) a§3° + ] 2 l(24) a§50 ! 2) oE2 + 8| + 0.

(66)
Si I'on considere aussi les ordres supérieurs a 2 en ¢, on trouve que la solution
au potentiel des vitesses (65), pour z* € [0,1], en supposant que les fonctions

d’intégration sont nulles, s’écrit, selon [Burll], sous la forme :

. 00 . (Z*)Qn 82n+1H (577_)
¢(§az 7T) = 7;](_1) € (27’1)' 852731—1

5 Solitons

Une vague solitaire est une vague qui a une amplitude finie et qui se propage
a une vitesse constante sans se déformer dans un milieu non linéaire. D’apres
[Meyl11] (page 1521), la premiére observation d’une telle vague a été faite en
1834 par John Scott Russell. En 1895, le professeur Diederik Korteweg et son
étudiant au doctorat Gustav de Vries ont dérivé I’équation aux dérivées par-
tielles modélisant la vague solitaire observée par Russell. Cette équation porte
maintenant leur nom, c’est-a-dire ’équation de Korteweg-de Vries.

Les solitons sont des solutions particulieres exactes de ’équation de KdV qui
représentent des vagues solitaires. Avant de donner de telles solutions, il est utile
de réécrire I’équation de KdV (64) selon le changement de variables suivant :

71:0‘73 52557 ﬁO :’YHOa

ou a, 3,7 € R. On veut que

OHy .~ 0Hy &°Hy
— 4+ 6Hy— + —— =0. 67
5 5F T o (67)
On trouve que 86% = %BTF? et % = %%. En substituant dans I’équation

(64), on obtient que

200H, 38~ 0H, (383H,
———— 4+ Hy— 4+ ——— =0. 68
voor TPV oE 3y og o)

Afin d’obtenir I’équation (67), on doit résoudre le systéme suivant :

=1
=6 . (69)

STl

On trouve alors la solution suivante au systéme (69) :

a=12i2 =31 A= (70)
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Par conséquent, en remplacant les valeurs trouvées en (70) dans (68), on obtient
bien I’équation (67).

Deux solutions exactes de 1’équation (67), avec graphiques, sont données par
[Bral2]. Ces deux solutions sont :

2
Ho =2 sech <\f( g w*)) (71)

2
et N
Hy = —g cosech <\?(a£* - ﬁt*)) , (72)

ou 5 > 0. La solution (71) représente la vague solitaire se déplagant vers la
droite tandis que la solution (72) représente la vague solitaire se déplagant vers
la gauche.
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