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Frises alternées

David Racicot-Desloges

RESUME  Les frises telles qu’introduites par Conway et Coxeter peuvent
étre définies alternativement en utilisant la notion de répétition de carquois
de type A,,. Cet article propose une définition semblable pour un sous-cas non
trivial de c¢—frises (telles qu’introduites dans [BRS13]). Ces frises, dites frises
alternées, possédent certaines propriétés particulieres qui sont exposées. Il est
aussi expliqué de quelle maniere les frises alternées sont liées aux frises de
Conway et Coxeter (et, par le fait méme, aux triangulations de polygones).

1 Introduction

Les frises sont introduites comme objet mathématique par Coxeter dans [Cox71]
et sont étudiées par Conway et Coxeter dans [CC73a, CC73b]. Elles connaissent
un regain d’intérét au début des années 2000 avec l'introduction des algebres
amassées par Fomin et Zelevinsky (voir [FZ02, FZ03]), puisqu’elles permettent
de calculer les variables amassées des algebres amassées de type A,, (voir [ARS10]
pour plus de détails). Les frises de Conway et Coxeter sont un cas particulier
de c—frises, introduites dans [BRS13| dans le but d’étudier une nouvelle classe
d’algebres amassées a coefficients.

L’objectif de cet article est d’étudier un autre cas particulier des c—frises :
les frises alternées. Afin de définir adéquatement ces frises, certaines notions sur
les carquois sont d’abord rappelées. La suite de I'article est consacrée a explici-
ter les principales propriétés des frises alternées, particulierement une condition
suffisante pour qu’une frise alternée soit uniquement composée d’éléments non
nuls, ainsi qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une frise alternée
soit uniquement composée d’entiers. La derniére section est consacrée a expli-
quer les liens qui existent entre les frises alternées et les frises de Conway et
Coxeter et, par le fait méme, entre les frises alternées et les triangulations de
polygones convexes (au sens de [CC73a, CC73b)).
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financement, ainsi que le professeur Ibrahim Assem pour le financement et sa supervision vive-
ment appréciée. Je tiens aussi a remercier chaleureusement Véronique Bazier-Matte et Tanna
Sanchez, avec qui ce travail a été effectué.
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2 Carquois

L’objectif de cette section est de rappeler au lecteur certaines notions sur les
carquois, afin d’établir un cadre adéquat pour définir les frises alternées.

Définition 2.1. Un carquois @ est un quadruplet (Qo, @1, s,b), ou Qy est un
ensemble dont les éléments sont appelés sommets, Q1 est un ensemble dont les
éléments sont appelés fléches et s et b sont des fonctions ()1 — ()¢ qui associent
respectivement une source et un but a chaque fleche de Q.

Définition 2.2. Un carquois est fini s’il admet un nombre fini de sommets et
de fleches.

Définition 2.3. Dans un carquois, un chemin c est une suite finie de fleches
a1z . ..oy telles que s(ayy1) = b(ay) pour tout k € {1,2,...,n — 1}.

Définition 2.4. Un cycle orienté est un chemin ¢ = ajay . .. ay, tel que s(aq) =
b(ay,). Un carquois sans cycle orienté est dit acyclique.

Exemple 2.5. Le célebre carquois de Kronecker,

est tel que Qo = {1,2}, Q1 = {a, B}, s(a) = s(B) =1 et b(a) = b(B) = 2. Ce

carquois est fini et acyclique.

Exemple 2.6. Par exemple, le carquois

B
Q=122
Y

est tel que Qo = {1,2} et Q1 = {, 3,7,0}. On a aussi s(a) = s(f) =1, s(y) =
s(0) =2, b(a) =b(y) =1 et b(B) = b(d) = 2. Ce carquois est fini, mais n’est pas
acyclique. En particulier, le chemin ¢ = 3y est un cycle orienté.

Exemple 2.7. Le carquois @@, donné par

TN
N

est tel que Qo = {1,2,3,4} et Q1 = {a,b,c,d}. Il est fini et acyclique.

9

Remarque 2.8. Soit @ un carquois tel que |Qp| = n. Pour le reste de I'article,
on conviendra de numéroter les sommets de @ de 1 a n, afin d’uniformiser la
notation.
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1
1—2—3—4—5--—-n 23— 4—5-———n
4 4
1—2—3—5—6 1—2—3—5—6—17
EG E7

1—2—3—5—6—7—38
Esg

FIGURE 1 — Graphes de type Dynkin A, D,,, Eg, E7 et Eg

On rappelle au lecteur qu’un graphe est de type Dynkin A,, D,, Eg, E7 ou
Eg, respectivement, s’il est tel qu’explicité dans la figure 1.

Remarque 2.9. L’indice d’un graphe de type Dynkin indique son nombre de
somimets.

Définition 2.10. Un carquois est de type Dynkin si et seulement s’il est une
orientation des graphes A,,, D,, Eg, E7 ou Eg.

Exemple 2.11.

a) Le carquois donné par

|

B~ —
Sy —> Ot

est de type Dynkin, puisqu’il est une orientation de Eg.

b) Les carquois linéairement orientés,

1—>2-—>3—>4-—>5 .>n,

sont de type Dynkin, puisqu’ils sont une orientation d’un graphe de type
A,,. Dans le reste de l'article, ces carquois sont notés A, (a la maniére de
[Chal2]). On convient de numéroter les sommets d’un carquois linéairement
orienté comme dans ’exemple ci-dessus.
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Définition 2.12. On définit la répétition ZQ = ((ZQ)o,(ZQ)1) d’un carquois
Q = (Q07Q1787b)7 par :

(ZQ)o = Z x Qo = {(k.i) | k € Z,i € Qo} et
(z2Q)1 ={(k,@) : (ki) = (k,j) |k € Z,v:i— j} U
(k0! s (ko) = (k= 10) | k€ Zoasi— g} .

Exemple 2.13. La répétition du carquois de Kronecker est :

(271) (171> (071) (_171) s
N NN N X
(2a2) (1’2) (072) (_172)
Exemple 2.14. La répétition du carquois
Kg) =1—-2—-3—4—5
est :
N e N A S e
7 N\ 7 N e I
AN A AN A I 7
(2,4) (1,4) (0,4)
s AN s N 7 N
(3,5) (2,5) (1,5) (0,5)

3 Fonction de frises alternées

Cette section est consacrée a la construction de la fonction de frises alternées.
Afin d’y parvenir, il est préalablement abordé la notion de fonction de frises
monotones (dans le sens de [BRS13]), un cas général des frises alternées.

3.1 Frises monotones

Définition 3.1. Soit @) un carquois fini et acyclique, K un corps ordonné et
ntl . .

¢ € K, une constante telle que |c| 2= € K. Une fonction de frise monotone f

est une fonction f : (ZQ)y — K, telle que :

(—c)t + H f(l,7) pour tout i < n
(L.3) = (ki)

S (ki) f(k+1y) =

(—¢)' + (—signe(c)*®le|>" T[  f(lj) pouri=n,
(L3)— (ki)
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si n =0 mod 4 et k est impair
0 sin =2mod 4 et k est pair

sin =3 mod4

si n =0 mod 4 et k est pair
1 sin=1mod4

sin =2 mod 4 et k est impair

1 siec>0
-1 sic<O.

et signe(c) = {

Exemple 3.2. Soit le carquois de type Dynkin
1

Q=2 \ 3 4 5,
dont la répétition est donnée par

(2,3) = (1,2) = (1,3) = (0,2) = (0,3) = (—1,2)

~N N 7 N 7
(2,4) (1,4) (0,4)

A N N
(3,5) (2,5) (1,5) (0,5)

Un exemple de frise monotone obtenue a partir de @ sur le corps des rationnels
Q et avec ¢ = —3 est :

/\/\/\

3——6—>1——>12

\/\/\/
/\/\/\

—189 —972

Exemple 3.3. Soit Q le carquois A4. Un exemple de frise monotone obtenue
a partir de @) sur le corps des rationnels Q et avec ¢ = 4 est :



32 Frises alternées

Remarque 3.4. Dans la suite de Darticle, seules les frises monotones sur les
carquois Kn sont considérées. Ainsi, 'appellation frise monotone désigne auto-
matiquement une frise monotone obtenue a partir d’un tel carquois. Puisqu’il n’y
a plus d’ambiguité, il est dorénavant omis de dessiner les fleches dans les frises.
Ainsi, la frise monotone de I’exemple précédent est maintenant représentée par :

1 -12 1 -12 3 -2
-8 -8 -8 -32 -2

64 -4 48 -20 16 -16
24 16 112 8 96

Exemple 3.5. Voici une frise monotone sur le corps Q[\/i], obtenue avec ¢ = 2 :

3+v2 -3 4 -1 5+ Y2
—7-3V2 -10 -2 32

143v2 —22 — 10v/2 4 —2-v2 6+7v2
24 10v?2 8 +4v2 2V/2 4+6v2

Remarque 3.6. Dans le cas présent, la fonction de frise monotone peut étre
réécrite comme suit (pour n > 2) :

(o) + f(E+1i+1) pour i = 1
ki) f(k+14) =< (=)' + f(k+ 1,i+ 1) f(k,i— 1) pour 1 <i<n
(—0)" + (— signe(c))#®[c| =" f(kyi—1) pouri=n.

Remarque 3.7. Lorsque ¢ = —1, la fonction de frise monotone est beaucoup plus
simple. Elle peut étre réécrite comme suit (pour n > 2) :

1+ f(k+1,4+1) pour i =1
fea)f(k+14) =1+ f(k+1i+1)f(ki—1) pour tout 1 <i <mn
1+ f(kyi—1) pour i = n.

Ces frises sont celles de Conway et Coxeter (voir [CC73a] et [CCT73b]), aussi
étudiées par Fraser Martineau et Lavertu (voir [FL10]).

3.2 Frises alternées

Définition 3.8. Une frise monotone sur QQ est dite alternée si et seulement si
¢ = 1. Une frise alternée obtenue a partir d’un carquois A,, (c’est-a-dire ayant n
sommets) sera dite d’ordre n.

Exemple 3.9. Voici un exemple de frise alternée :

1 1 -1 -3 2 -5

e
)
o
I
|
o=
|
—
|
—
SN
)
I
—
[\
I
—
o

1 3 ; 1
5 -1 1 5 -2 0 4 -5 1
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Exemple 3.10. Voici un autre exemple de frise alternée :

1 -2 3 -1 4 -1 2 -4 1

-3 -1 -5 -2 -3 -3 -1 -7 -3 -1
2 -2 3 -5 2 -2 3 -5 2

3 3 1 7 3 1 5 2 3 3
4 -1 2 -4 1 -2 3 -1 4

Remarque 3.11. La fonction de frise alternée est la suivante (pour n > 2) :

-1+ f(k+1,i+1) pour i =1
flki)f(k+14) =< (=1)i+ f(k+1,i+1)f(kj—1) pourtout 1 <i<n
(=1)™ + (=1)*®) f (ki — 1) pour i = n,

sin =0 mod 4 et k est impair
0 sin =2 mod 4 et k est pair

sin =3 mod4

si n =0 mod 4 et k est pair

1 sin=1mod4

sin =2 mod 4 et k est impair.

Remarque 3.12. Comme conséquence directe de cette fonction de frise, les frises
alternées contenant des zéros (par exemple celle de I'exemple 3.9) ne possedent
pas toutes les mémes propriétés que les frises alternées sans zéros. Ainsi, le
présent article n’est consacré qu’aux frises alternées ne contenant aucun zéro.
Dans la suite, lorsque 'appellation frise alternée est utilisée, c’est donc pour
) )
désigner une frise alternée sans zéros. Un des résultats principaux de cet article
est une condition suffisante pour construire des frises alternées sans zéros. Pour
plus de détails concernant les frises alternées avec zéros, on réfere le lecteur a
[BRS13].

A partir de la définition de la fonction de frise alternée, il est possible de
déduire que chaque losange, ou maille, de la forme

f(kﬂ' - 1)
Sk + 1) F (ki)
flk+12+41) )

est tel que f(k,i)f(k+1,i) = f(k,i—1)f(k+1,i+1)+(—1)%. Cette régle est appe-
lée regle unimodulaire, puisqu’elle peut étre écrite comme étant le déterminant
suivant :

flk+1041) f(k+1,) ’

soit le déterminant d’une matrice de GL2(Q). A partir de la regle unimodulaire,
il est possible d’étendre la fonction de frises alternées de deux lignes vers le haut
et vers le bas.
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Proposition 3.13. On a que :
a) f(k,—1) =0 pour tout k ;
b) f(k,0) =1 pour tout k ;

stm=0mod 4 et k est pair
1 sin=2mod4 et k est impair
sim =3 mod4
c) flkyn+1)=
stm=0mod 4 et k est impair

-1 sinm=1mod4

sin=2mod4 et k est pair;

d) f(kmn+2) =0 pour tout k.

Frises alternées

Démonstration. On montre d’abord b) a partir de la régle unimodulaire appli-

quée a la maille

f(k,0)
flk+1.1) fk,1)
flk+12)

Pour tout k&, on a que

fED)f(k+1,1)= f(k0)f(k+1,2) -1,

qui peut se réécrire, a partir de la définition de la fonction de frise alternée,

comime

-1+ f(k+1,2) = f(k,0)f(k+12)—1

et cette égalité n’est vérifiée que si f(k,0) = 1. On montre ensuite a). La regle

unimodulaire stipule que, pour tout k,
f(E0)f(E+1,0)=f(k,— 1) f(k+1,1)+ 1.
Or, en appliquant la partie b), on a que, pour tout k,
1=f(k,—1)f(k+1,1)+1,

d’ou
fk,—1)=0.

Les preuves des parties ¢) et d) sont semblables et sont omises.
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Ainsi, la frise alternée de I'exemple 3.10 peut étre représentée par :

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -2 3 -1 4 -1 2 -4 1

-3 -1 -9 -2 -3 -3 -1 -7 -3 -1
2 -2 3 - 2 -2 3 -5 2

3 3 1 7 3 1 5 2 3 3
4 -1 2 -4 1 -2 3 -1 4

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Cette représentation est appelée frise alternée étendue dans [FL10]. La méme
appellation est utilisée dans le présent article.

Remarque 3.14. La proposition 3.13 n’est pas vraie si I’on considere les frises
alternées avec zéros.

4 Propriétés des frises alternées

L’objectif de cette section est d’expliciter les propriétés principales des frises
alternées. Celles-ci permettent d’énoncer, dans la section suivante, les résultats
principaux pour construire une frise alternée sans zéros et une frise alternée
d’entiers. Les résultats suivants sont en majorité des applications de ceux de
[BRS13].

4.1 Construction

Définition 4.1. [ASS06, p. 302] Une section ¥ d’un carquois A,, est un sous-
ensemble des sommets de A, tel que |X| =n +4 et tel que si (k,i) € 3, alors :
a) (k,i—1)€ X oubien (k—1,i—1) € X et

b) (k+1,i+1) € ¥ ou bien (k,i+ 1) € &,

lorsque ces sommets sont définis.
Une section ¥ est dite diagonale (dans le sens de [CC73a, CC73b, FL10]) si
tous ses éléments sont de la forme (ko,i), avec ko fixé.

Exemple 4.2. Voici 'image d’une section non diagonale par la frise de I’exemple
3.10 :

0
1

-2

-1

2

3
-1

-1
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Voici 'image d’une section diagonale par la méme frise :

0

-1
0

Pour le reste de I'article, I'image d’une section par une frise est simplement
appelée la section d’une frise.

Proposition 4.3. Une frise alternée est entierement déterminée par une de ses
sections.

Démonstration. Soit 3 cette section. On trace entre deux sommets adjacents de
> une fleche, orientée de la gauche vers la droite. Le carquois résultant est une
orientation de A,, et admet par conséquent au moins une source (k,i). Puisque
f(—1,i) et f(n+ 1,i) sont connus pour tout 7, I’élément f(k — 1,i) est déduit de
la régle unimodulaire. En utilisant successivement le méme raisonnement sur la
nouvelle section ¥ = (EN\{(k,i)}) U {(k — 1,i)}, on trouve tous les éléments &
droite de la section initiale . En utilisant le méme raisonnement avec les puits,
on trouve tous les éléments a gauche de .. O

4.2 Polynoémes continuants d’Euler

Définition 4.4. Soit {z;};cn, une famille dénombrable d’indéterminées. Le n®
polynoéme continuant d’Euler (avec n > 1) est défini par

pn($17$27 ce 71:71) - xnpn—l(xlﬂj% e )xn—l) + pn—2($17$27 ce 7$n—2)7
avec les conditions initiales p_; = 0 et pg = 1.

Par exemple, les premiers polynémes continuants d’Euler sont :

pi(z1) =21
p2(x1,22) = z122 + 1;
p3(21,x2,23) = x12223 + T1 + X3;
)=

pa(x1,29,23,74 T1Tox3T4 + 1T + T124 + 324 + 1.

Les résultats suivants montrent que les éléments d’une frise alternée peuvent
étre exprimés comme 1’évaluation de polyndémes continuants d’Euler en les élé-
ments sur la premiére rangée (sans compter les rangées de 0 et de 1).
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Proposition 4.5. Pour tout k et pour tout i > —1, les éléments d’une frise
alternée sont tels que

f(k,l) = Di (xk—i+17$k—i+27 LIRS ,l’k),
ot x; = f(l,1) pour tout l.

Démonstration. Selon la proposition 3.13, on a bien que f(k,0) = 1 = py pour
tout k et f(k,—1) =0 = p_1 pour tout k. La preuve se fait alors par récurrence
d’ordre 2 sur i. Pour ¢ = 1, on a directement que

f(k,1) = 2, = p1(xx) pour tout k.
Pour ¢ = 2, on utilise la régle unimodulaire, de sorte que :
F(k = L) F(k1) = F(— 1,0)f(k2) — 1
et, puisque f(k,0) = 1 pour tout k et f(k — 1,0) = 1 pour tout k, on en déduit

que

= xk—1p1(Tk) + Po

= p2(Tr—1,7k)-
On suppose alors I’énoncé vérifié pour un ¢ > 2 et pour ¢ — 1. On veut alors
montrer que

fhyi+1) = pis1 (Th—isTh—it1, - - Tk)-
En vertu de la régle unimodulaire, on a que
flk =10 f (ki) + (=)'
flk—14-1)

qui, en vertu de I’hypothese de récurrence et de la définition des polyndmes
continuants d’Euler, donne

flki+1) =

C pi(@p—is )P (i1, - t) + (1))

f(k,z - 1) - pi71($k—i+17 e ,SUk—l)
Pt (Th—it 1y - T )P Ty - - - TR—1)
B Pi1(Th—ig1s - Th—1)
n Pico(Th—it1, - - Th—2)Pi(Th—iy - - . Tp—1) + (—1)°71
Pic1(Th—ig1s .- Th—1)
, : i—1
— pi(aiis ) + L2 f?lzf_(kiz _1,Z1))+ =

En utilisant de nouveau la régle unimodulaire, on obtient que

f(]{},i + 1) = xkpz-(a:k,i, ce ,.%'k,l) + f(k -1, — 1)
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qui, en utilisant I’hypothese de récurrence et la définition des polynoémes conti-
nuants d’Euler, donne

fki+1) =appi(Th—is- - s@k—1) + i1 (Th—i, . . ., Tp—2)
= Pit1(Th—i, .., Tk),

d’ou I’énoncé. O

Corollaire 4.6. Les éléments d’une frise alternée sont tels que
fki)=f(k—i+1,1)f(kji—1)+ f(kyi—2) pour tout i € {1,2,3,...,n+ 2}.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition des polynémes continuants d’Eu-
ler a la proposition 4.5. O

Remarque 4.7. Les c—frises sont définies a partir d’'une généralisation des poly-
noémes continuants d’Euler dans [BRS13]. Cette définition permet de considérer
les frises alternées avec zéros aussi bien que les frises alternées sans zéros.

Corollaire 4.8. Les éléments d’une frise alternée sont tels que

f(kvl) -1 0 0

L f(k—=11) -1 0

fkiy=| 0 1 flk—21) ... 0
0 0 0 f(k—z:—|—171)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence d’ordre 2 sur 7. Pour ¢ = 1,
I’énoncé est trivial. Pour ¢ = 2, il suffit d’utiliser la regle unimodulaire pour
montrer que

fR) f(k—1,1) — f(k,2)f(k,0) = -1

et, puisque f(k,0) =1, on a bien que

fRL) -1
f(k’Q):‘ 1 f(k:—l,l)"

On suppose alors I'énoncé vérifié pour un 7 > 2 et pour ¢ — 1. En vertu du
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corollaire 4.6, on a que

flki+1)= f(k—11)f(kjg)+ f(kji—1)

f(k,1) -1 0 0
1 f(k—=1.1) -1 0
= f(k—1i,1) 0 1 f(k—=21) 0
0 0 0 flk— it 11)
f(k,1) -1 0 0
1 f(k—1,1) -1 0
+1 0 1 f(k—2.1) 0
0 0 0 f(k—i+21)
flk,1) -1 0 0
-1 0 1 f(k—2.1) 0 7
0 0 0 . fhi—i)
d’ou I’énoncé. O

Corollaire 4.9. Les éléments d’une frise alternée sont tels que
f(kg)=f(k1)f(k—1,4—1)+ f(k— 2, —2) pour tout i € {1,2,3,...,n}.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence d’ordre 2 sur 7, en développant
le déterminant du corollaire 4.8 selon la premiére colonne, puis selon la premiere
ligne. O

Lemme 4.10. Pour tout k et pour tout i € {1,2,3,...,n+2}, on a :

a) f(k,1)= f(k+i;b£;j§l;ti;)l,i72);

k,i)—f(k—2,i—
b) flk,1) = LBt

Démonstration. Pour la partie a), on utilise le corollaire 4.6, de sorte que
flk+i—10)— f(k+i—1,—2)
flk+i1—10-1)

FeD) fle4i—1i—1D4 f(k+i—14—2)— flk+i—1i—2)
Flh+i—1i—1)

= f(k,1).

Le preuve de la partie b) est semblable et est omise. ]
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4.3 Périodicité des frises alternées

Le résultat suivant stipule qu'une frise alternée est toujours périodique. Pour le
démontrer, il faut d’abord prouver les trois lemmes suivants.

Lemme 4.11. Dans une frise alternée, les éléments de la premicre et de la
derniére rangée (sans compter les rangées de 0 et de 1) sont liés entre euz de la
maniére suivante :

f(2k,1) sin =0 mod 4
f(2k,1) sin=1mod 4
—f(2k,1) sin=2mod4
—f(2k,1) sin=3mod4

fRk+n+1n)=

—f(2k+1,1) sin=0mod4
f(2k+1,1) sin=1mod4
f2k+1,1) sin=2mod 4
—f(2k+1,1)  sin=3mod4.

fRE+n+2n)=

Démonstration. En utilisant le lemme 4.10 a), on a que

fRE+n+1n+2)— f2k+n+1n)
f@k+n+1n+1) '

f(2k,1) =

Or, puisque
fRk+n+1n+2)=0

et

1 sin=2mod4 ousin=3mod4
fREk+n+1n+1)=

—1 sin=0mod4ousin=1mod4,

on a bien que

f(2k,1) sin=0mod4
f(2k,1) sin =1mod 4
—f(2k,1) sin=2mod4
—f(2k,1) sin=3mod 4.

f2k+n+1n)=

La preuve est semblable pour f(2k + n + 2,n) et est omise. O

Lemme 4.12. Dans une frise alternée, les éléments de la premiére et de la
derniére rangée (sans compter les rangées de 0 et de 1) sont liés entre euz de la
maniére suivante :

f(2k,1) st n =0 mod 4

f(2k,1) sin =1 mod 4

—f(2k,1) sin=2mod4

—f(2k,1) sin=3mod4

fQ2k —2n) =
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et

—f(2k+1,1) sin=0mod4
f2E+1,1) sin=1mod4
f(2k+1,1) sim=2mod 4
—f(2k+1,1) sin=3mod4.

f2k—1,n) =

Démonstration. La démonstration est semblable a celle du lemme 4.11, mais on
utilise la partie b) du lemme 4.10, plutot que la partie a). O

Corollaire 4.13. Les éléments de la premiére rangée d’une frise (sans compter
les 0 et les 1) sont tels que

—f(k,1 ] t vai
f(k+n+3,1): f( ) ) 37jn es ]'%LZ?“ '
f(k.1) sim est impair.

Démonstration. L’énoncé découle directement des lemmes 4.11 et 4.12. O

Théoreme 4.14. Toute frise alternée est périodique et sa période est un divi-
seur de 2n + 6.

Démonstration. Comme conséquence directe du corollaire 4.13, on trouve que
f(k+2n+6,1) = f(k,1) pour tout k,

ce qui montre que la premiere rangée est périodique et que sa période est un
diviseur de 2n + 6. La regle unimodulaire permet de montrer récursivement, en
commencant par la deuxiéme rangée, que la frise en entier est périodique et que
sa période est un diviseur de 2n + 6. ]

Proposition 4.15. Une frise alternée est entierement déterminée par n + 3
éléments consécutifs sur la premiére rangée.

Démonstration. Comme conséquence directe du corollaire 4.13, tous les éléments
de la premiere rangée sont déterminés a partir de n+ 3 éléments consécutifs. Les
autres éléments sont déduits a partir du corollaire 4.8. O

Corollaire 4.16. Une frise alternée est entiérement déterminée par n + 3
éléments consécutifs sur la derniére rangée.

Démonstration. A partir du lemme 4.11, n+3 éléments consécutifs de la premiére
rangée sont déterminés a partir de n 4+ 3 éléments consécutifs sur la derniére
rangée. L’énoncé découle alors de la proposition 4.15. O
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5 Frises d’entiers non nuls

Avec les résultats précédents, il est maintenant possible d’énoncer les résultats
principaux de l'article, soit une condition suffisante pour construire une frise
alternée sans zéros, ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante pour obtenir
une frise alternée composée uniquement d’entiers.

On rappelle au lecteur que la notation Q] désigne 1’ensemble des rationnels
non négatifs et que Q. désigne I’ensemble des rationnels non positifs.

Théoréme 5.1. Si une section diagonale d’une frise alternée est telle que :
f(koyi) € QF  sii=0mod 4
f(koy) € QF  sii=1mod4
f(koyi) € Qy  sii=2mod4

(ko) € Qy  sii=3mod4

a)

st ko est pair ou

(ko,i) € Qf  sii=0mod4
f(koyg) € Qy  sii=1mod4
(ko) € Qy sii=2mod4
f(koys) € QF  sii=3mod4

b)

st ko est impair,

alors la frise alternée ne contient aucun élément nul.

Démonstration. Supposons les conditions de a) satisfaites. On montre par récur-
rence sur i, en commencant par ¢ = 1, avec la régle unimodulaire, que f(ko+1,i)
respecte les conditions de b) pour tout . On montre ensuite par récurrence sur
i, en commencant par i = 1, avec la régle unimodulaire, que f(ko + 2,i) res-
pecte aussi les conditions de a) pour tout i. De méme, on montre par récurrence
descendante sur i, en commencant par i = n, que f(ko — 1,i) et f(ko — 2,i) res-
pectent les conditions de b) et de a), respectivement. On en déduit que la frise ne
contient aucun élément nul si les conditions de a) ou de b) sont satisfaites. [

Remarque 5.2. Les frises alternées qui satisfont une des conditions du théo-
reme 5.1 sont telles que f(k,1) > 0 pour tout k pair et f(k,1) < 0 pour tout
k impair, c’est-a-dire que la premiére rangée alterne entre éléments strictement
positifs et strictement négatifs. Réciproquement, une frise alternée dont la pre-
miere rangée alterne entre éléments strictement positifs et strictement négatifs
respecte les conditions du théoréme 5.1.

Exemple 5.3. La condition du théoréme 5.1 n’est pas nécessaire, comme le
montre I’exemple suivant :

0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
3 1 3
B : i 4 » 5 3 . 2 » 1 B :
? 3 2 -1 ? s 4 -1 ’ 3
2 2
1 1 1 1 1 1 1
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Théoreme 5.4. Une frise alternée est composée uniquement d’entiers si et
seulement s’il existe une section diagonale de cette frise qui est telle que, pour
tout i € {1,2,3,..., n+ 2},

a) f(koyi) € Zy et
b) f(koyi—1) | (f(koyi) — f(koyi—2)).

Démonstration. Comme conséquence directe du lemme 4.10 b), on a que f(k,1) €
Z pour tout k € {ko,ko+ 1, ko +2,...,ko +n+ 1}. A partir du corollaire 4.8,
on déduit alors que f(ko + 1,n) € Z et, avec le lemme 4.11, on trouve que
flko+n+21) €Z. A partir du corollaire 4.13, on a donc que flko+11) € Z
pour tout [. Le corollaire 4.8 assure que tous les éléments de la frise sont des
entiers. Cela montre la nécessité. La suffisance est triviale. O

6 Lien avec les frises de Conway et Coxeter

Comme mentionné auparavant, les frises de Conway et Coxeter (voir [CCT73a,
CC73b, FL10]) sont les frises monotones obtenues avec ¢ = —1. Dans cette
section, il est exposé en quoi elles sont liées aux frises alternées.

Lemme 6.1. Pour chaque frise de Conway et Coxeter f*, il existe une frise
alternée f ayant le méme domaine et telle que :

st 1= 0mod 4
(ki) sii=1mod4 etk est pair

sti=3mod4 et k est impair

Flkii) =
st 1 =1mod 4 et k est impair
—f*(kyjg) sii=2mod4
st i =3 mod 4 et k est pair.
Démonstration. On réfere le lecteur au théoreme 7.3 de [BRS13, p. 18]. O

Remarque 6.2. Remarquez que les éléments de la frise de Conway et Coxeter et
de sa frise alternée correspondante sont les mémes, en valeur absolue.

Théoréeme 6.3. Pour chaque frise d’entiers positifs de Conway et Coxeter f*,
il existe une frise alternée f d’entiers non nuls ayant le méme domaine et telle
que :

st 1= 0mod4
(ki) si1=1mod4 et k est pair

sit =3 mod4 et k est impair

st 1 =1mod 4 et k est impair
—f*(kjg) sii=2mod4

si i =3 mod4 etk est pair.
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Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe du lemme 6.1 et de la re-
marque précédente. O

On rappelle au lecteur la définition de triangulation de polygone convexe (au
sens de [CC73a, CC73b]).

Définition 6.4. Soit P un polygone convexe a m > 4 sommets. Une triangu-
lation de P est un découpage de P en m — 2 triangles par m — 3 diagonales non
sécantes (a l'intérieur du polygone).

Remarque 6.5. Soit Sy un sommet quelconque d’un polygone convexe P a m
sommets et S;, avec i € {1,2,...,m — 1}, les autres sommets de P, de sorte
que S; soit adjacent a S;_1 pour tout ¢. Dans une triangulation, on étiquette
chaque sommet S; par le nombre de triangles qui lui sont incidents. On note cette
valeur 9;. Deux triangulations sont dites équivalentes s’il existe une numérotation
adéquate de leurs sommets respectifs telle qu’elles admettent la méme suite
d’étiquettes (dg, 01, ..., Om—1).

Exemple 6.6. L’unique triangulation du quadrilatere est étiquetée de la sorte :

1

1

Exemple 6.7. Une des triangulations de I’hendécagone est telle que :
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Dans [CCT73b, p. 180-181], il est montré que les frises de Conway et Coxeter
d’entiers positifs d’ordre n sont en bijection avec les triangulations de polygones
convexes 4 n + 3 sommets. A partir du théoréme 6.3, il est naturel d’étendre ce
résultat aux frises alternées d’entiers non nuls.

Théoréeme 6.8. Pour chaque triangulation de polygone convexe a n + 3 som-
mets, il existe une frise alternée d’entiers non nuls d’ordre n, donnée par :

f(k,1) =6 pour tout k pair
f(k1) = =6k  pour tout k impair,

ou k €{0,1,2,...,n+2}.

Démonstration. La démonstration découle directement du théoreme 6.3 et du
résultat de Conway et Coxeter dans [CC73b, p. 180-181]. La frise résultante est
uniquement déterminée, selon la proposition 4.15. ]

Remarque 6.9. Les frises alternées construites a partir de triangulations de
polygones respectent la condition du théoréme 5.1 pour avoir une frise alternée
d’éléments non nuls.

Remarque 6.10. Une triangulation de polygone convexe ayant un nombre impair
de sommets n’aura qu’une seule frise alternée associée par le théoréeme 6.8, alors
qu’une triangulation de polygone convexe ayant un nombre pair de sommets en
aura deux.

Exemple 6.11. A partir de 'unique triangulation du pentagone,

3

2 2

on peut obtenir la frise alternée suivante :

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 -2 2 -1 3 -1 2 -2 1
-2 -1 -3 -1 -2 -2 -1 -3 -1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Exemple 6.12. A partir de la triangulation suivante du décagone :
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on peut obtenir les deux frises alternées

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -5 1 -3 1 -4 2 -1 4

-1 -4 -4 -2 -2 -3 -7 -1 -3 -7
3 -3 7 -1 5 -5 3 -2 5

8 2 5 3 2 8 2 5 3 2
5 -3 2 -5 3 -3 3 -7 1

-3 -7 -1 -3 -7 -1 -4 -4 -2 -2
4 -2 1 -4 2 -1 5 -1 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

et

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 5 -1 3 -1 4 -2 1 -4

-1 -4 -4 -2 -2 -3 -7 -1 -3 -7
-3 3 -7 1 -5 5 -3 2 -5

8 2 5 3 2 8 2 5 3 2
-5 3 -2 5 -3 3 -3 7 -1

-3 -7 -1 -3 -7 -1 -4 -4 -2 -2
-4 2 -1 4 -2 1 -5 1 -3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Les éléments de ces frises sont les mémes, en valeur absolue.
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