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Semi-anneaux, semi-corps et leurs propriétés

Véronique Bazier-Matte et Mélissa Barbe Marcoux

RESUME  Dans cet article, nous définissons les semi-anneaux et les semi-
corps, qui s’apparentent aux anneaux et aux corps, mais dans lesquels les
inverses additifs n’existent pas nécessairement, et nous étudions leurs proprié-
tés. Par la suite, nous nous intéressons au concept d’idéaux de semi-anneaux.
Finalement, nous nous penchons sur les algebres de Boole et les treillis et nous
observons leurs liens avec les semi-anneaux.

1 Introduction

Les semi-anneaux et les semi-corps sont des structures algébriques semblables
aux anneaux et aux corps, mais sans inverse additif. Ils sont & la base de la géo-
métrie tropicale. Un des exemples les plus simples de ce genre de structure est
I’ensemble des nombres naturels muni de ’addition et la multiplication usuelles.
Il n’est donc pas étonnant qu’il s’agisse du premier exemple de semi-anneau étu-
dié historiquement. La définition des semi-anneaux a été introduite formellement
par Vandiver en 1934 [Van39], mais Dedekind [Ded96] avait déja étudié quelques
exemples a la fin du XIX€ siecle. La théorie des semi-anneaux a commencé a se
développer véritablement au début des années 50, alors que celle des semi-corps
a commencé au début des années 60 [RV04].

L’étude des semi-anneaux permet de travailler sur des structures sans in-
verse additif. Ainsi, nous généralisons le concept d’idéal, développé initialement
pour les anneaux, au cadre des semi-anneaux. Il est également possible d’éta-
blir des liens avec les treillis et algebres de Boole, qui possédent de nombreuses
applications.

2 Définitions

Commengons par définir les semi-anneaux. Il existe plusieurs définitions diffé-
rentes dans la littérature scientifique. Celle que nous avons choisi d’utiliser ici
est celle de Kala et Korbelar [KK10], qui est plus générale que la plupart des
autres définitions existantes.

Nous aimerions remercier chaleureusement MM. Ibrahim Assem, professeur a 1’Université
de Sherbrooke, et Juan Carlos Bustamante, chargé de cours, pour leur aide et leur supervision
qui ont permis ’écriture de cet article durant notre cours d’initiation a la recherche.

(©Université de Sherbrooke
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Définition 2.1. Un semi-anneau est un triplet (S, &, ®) ou S est un ensemble
non vide et @, ® sont des opérations sur S appelées respectivement 1’addition
et la multiplication. L’addition est commutative et associative, tandis que la
multiplication est associative. De plus, la multiplication se distribue a gauche et
a droite sur l'addition, c’est-a-dire que, pour tous a, b, c € S,onaa® (bdc) =
(a@b)@(a®c)et (adb)Gec=(aGc)®(bOc).

Pour alléger la lecture, notons un semi-anneau S plutét que (S, @, ®).
Exemple 2.2.

a) (N, +, ) ou + et - représentent respectivement ’addition et la multiplication
usuelles des entiers est un semi-anneau. Par la suite, nous écrirons simplement

N.

b) L’ensemble des réels R muni des deux opérations suivantes est un semi-
anneau : 'addition est a ® b = max(a, b), le plus grand des deux réels a
et b, et la multiplication est a © b = a + b . En effet, max (a, max (b, ¢)) =
max (a, b, ¢) = max (max (a, b), ¢), ce qui établit I'associativité de ’addi-
tion. Il est clair qu’elle est aussi commutative, et que la multiplication est
associative.

Il reste a vérifier que les deux opérations sont compatibles. Soit a, b, ¢ € R
et supposons sans perte de généralité que b < c¢. Donc, a +b < a + c. D’ou

a®(b®c)=a+max(b,c)=a+c=max(a+b,a+c)=(a®b)® (a®ec).
De la méme fagon, nous obtenons que max (a, b) + ¢ = max (a + ¢, b + ¢).

¢) Soit X un ensemble non-vide et soit P(X) ’ensemble des parties de X. Alors,
(P(X), U, N) est un semi-anneau ot U et N représentent respectivement
I’union et l'intersection entre deux ensembles. En effet, U est une opération
associative et commutative sur P(X), tandis que N est une opération asso-
ciative sur P(X). Par ailleurs, soit A, B, C € P(X). Comme

(BUC)NA=AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
l’intersection N se distribue sur 'union U.

De méme, U se distribue également sur N et N est une opération commutative
sur P(X). Ainsi, nous aurions pu définir 'addition sur P(X) comme étant
plutét N et la multiplication comme étant plutét U et nous aurions obtenu
aussi un semi-anneau.

Les propriétés de ces opérations amenent au concept d’algebre de Boole,
étudié a la section 5. Remarquons donc au passage que (P(X), U, N) constitue
un exemple d’algebre de Boole.

Remarque 2.3. Certains auteurs tels que Assem et Dupont [AD13], Bistarelli
et Gaducci [BG06], Fenga, Jun, Zhaoc [FJZ08] définissent les semi-anneaux en
exigeant en outre que (.S, @) soit un monoide commutatif avec I’élément neutre
0, que (S, ®) soit un monoide avec I’élément neutre 1 et que 0® a = a ® 0 pour
tout a € S.
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3 Préliminaires

Définissons a présent plusieurs propriétés que peuvent posséder les semi-anneaux
et observons les liens entre ces propriétés.

Définition 3.1. Soit S un semi-anneau.

a) Le semi-anneau S est idempotent additivement (ou simplement idempotent)
si a®a = a pour tout a € S.

b) Par ailleurs, S est absorbant si a®(a©®b) = a = a®(b®a) pour tous a, b € S.
L’opération @ est alors dite absorbante sur ©.

c¢) Finalement, S est commutatif sia ®b=b® a pour tous a, b € S.
Exemple 3.2.
a) N est un semi-anneau commutatif, mais il n’est ni idempotent, ni absorbant.

b) (R, max, +) est un semi-anneau idempotent, commutatif mais non absor-
bant. En effet, max (a, a) = a et max (a, b) = max (b, a). De plus, si b > 0,
alors max (a, a + b) # a. Toutefois, (R_, max, +) est un semi-anneau ab-
sorbant.

¢) (P(X), U, N) est un semi-anneau idempotent, absorbant et commutatif.

Les propriétés suivantes se retrouvent dans les travaux de Rudeanu et Vaida
[RV04].

Définition 3.3. Soit S un semi-anneau.

a) Un élément g € S est appelé un plus grand élément si a & g = g pour tout
a€s.

b) Un élément e € S est appelé une identité multiplicative sia®e=a=e®a
pour tout a € S.

c) Un élément p € S est appelé un plus petit élément si a @ p = a pour tout
a€s.

d) Un élément z € S est appelé un zéro si a ® z = z = z ® a pour tout a € S.

Lemme 3.4. S’il existe dans un semi-anneau un plus grand élément (ou une
identité multiplicative, ou un plus petit élément, ou un zéro), alors celui-ci est
unique.

Démonstration. Soit g1 et go deux plus grands éléments dans le méme semi-
anneau. Par définition, g1 = g1 @ g2 = g2 car 'addition est commutative. L’uni-
cité des plus petits éléments se vérifie de la méme fagon. De méme, soit e; et ey
deux identités multiplicatives. Par définition, e; = e; ® eg = eo. La démonstra-
tion de 'unicité des zéros est identique. ]
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Exemple 3.5.

a)

le

Dans N, 1 est I’identité multiplicative et 0 est le plus petit élément et le zéro.
Toutefois, ce semi-anneau ne possede pas de plus grand élément.

Considérons a présent (NU {oo}, +, -) ol convenons que a + 0o = 0o et
a-00 =00 = o0 -a. Avec cette définition, il s’agit d’un semi-anneau avec le
plus grand élément g = oo

Finalement, considérons ({a € N|a > 1}, +, -). Il est facile de vérifier que
ce triplet satisfait aux axiomes de définition d’un semi-anneau. Il s’agit d’un
semi-anneau sans plus grand élément, ni identité multiplicative, ni plus petit
élément, ni zéro.

(R, max, +) est un semi-anneau avec 'identité multiplicative e = 0, mais
sans plus grand élément, ni zéro, ni plus petit élément.

En considérant (Rj, max , +), nous obtenons un semi-anneau sans identité
multiplicative.

Etudions plutot (R U {—oo}, max, +) tel que —0o < a et —0co 4+ a = —0c0
pour tout a € RU {—oo}. L’élément —oo est le zéro et le plus petit élément

de ce semi-anneau, car a + —0o = —00 et max(a, — o0) = a pour tout a.

De méme, soit, (RU {oco}, max, +). Il s’agit d’un semi-anneau avec le plus
grand élément g = co puisque max(a, 00) = oo pour tout a.

(P(X), U, N) contient un plus grand élément X, qui est aussi lidentité
multiplicative. Il contient également un plus petit élément et un zéro, &.

Contrairement a ce que peuvent laisser croire les derniers exemples, le zéro et
plus petit élément d’un semi-anneau ne sont pas nécessairement égaux. Dans

I’exemple suivant, le semi-anneau posséde un plus petit élément qui n’est pas un
z€ro.

Exemple 3.6. Notons S = [0, co] x [0, oo]. Soit (S, min, ®) ou

et

min : S xS — S
((z1, y1), (w2, 92)) +— (min(z1, z2), min (y1, y2))

®: S xS — S
((z1, 1), (72, 42)) = (71, y2)-

Il est clair que min est associatif et commutatif et que © est associative. Vérifions

la

distributivité.

(w1, y1) ©min ((z2, y2), (3, ¥3)) = (21, y1) © (min (z2, r3), min (yo, y3))
= (21, min (y2, y3))

= (min (z1, 1), min (y2, y3))

min ((21, y2), (21, ¥3))-
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D’ou

(z1, y1) © min ((v2, y2), (73, y3))
= min ((z1, y1) © (z2, ¥y2), (71, ¥1) © (73, y3)) -

De méme,

min ((z1, y1), (x2, y2)) ® (@3, y3)
=min ((x1, y1) ® (23, y3), (T2, y2) © (23, y3)) -

Ainsi, (S, min, ®) est un semi-anneau. Il possede (oo, c0) comme plus petit
élément, car min ((z, y), (o0, 0)) = (z, y). Cependant, (z, y) ® (00, 00) #
(00, 00) siy # oo.

Remarquons que ce semi-anneau ne posseéde pas de zéro.

Au méme titre que les anneaux, les semi-anneaux peuvent posséder des élé-
ments inversibles, définis ci-dessous. Cette définition sert d’ailleurs de base a la
définition des semi-corps, voir [VC09].

Définition 3.7. Soit S un semi-anneau possédant une identité multiplicative
notée e.

a) Un élément a € S est inversible s’il existe b € S tel que a ©b =€ =b© a.

L’élément b est appelé 1'inverse de a et est noté a~ 1.

b) Un semi-corps T est un semi-anneau (T, @, ®) dans lequel chaque élément
différent du zéro s’il existe est inversible.

Remarque 3.8. Si l'inverse d’un élément existe, alors il est unique. En effet,
supposons qu’il existe deux inverses de a notés b et c. Alors, b=bOa®c=c.

Exemple 3.9.
a) Le seul élément inversible de N est 1, d’inverse 1.

b) Dans (R, max, +), chaque élément z est inversible d’inverse —z, ce qui fait
de ce semi-anneau un semi-corps.

c) Mis a part X, aucun élément de P(X) n’est inversible. L'inverse de X est
donc X.

Il est également possible de définir une relation d’ordre sur les semi-anneaux.
Donnons donc d’abord une définition des ensembles partiellement ordonnés a
partir de laquelle nous construirons celle des semi-anneaux partiellement ordon-
nés, voir [KS85].

Définition 3.10. Soit E un ensemble. Une relation < sur E est appelée une
relation d’ordre partiel si elle est réflexive, antisymétrique et transitive. L’en-
semble F muni de 'ordre partiel < est alors dit partiellement ordonné par cette
relation.
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Définition 3.11. Un semi-anneau S est dit partiellement ordonné si ’ensemble
S est partiellement ordonné sous une relation < et si pour tous a, b, ¢ € S, les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) sia<b,alorsa®c<bdc;
b) sia<balorsa®c<bOcetc®a<c®b.

Remarque 3.12. En vertu de cette définition des semi-anneaux partiellement
ordonnés, la relation < est compatible avec les opérations @ et ©.

Exemple 3.13.

a) N et (RU{—o00}, max, +) sont des semi-anneaux partiellement ordonnés
par 'ordre usuel.

b) (P(X), U, N) est également un semi-anneau ordonné par l'inclusion C.
Les définitions ci-dessous sont données par [AD13].
Définition 3.14. Soit S un semi-anneau.

a) Si S posseéde un plus petit élément p, alors S est non-négatif si a b = p
implique @ = p = b pour tous a, b € S.

b) Si S est commutatif et possede un zéro z, alors S est intégre si a © b = z
implique @ = z ou b = z pour tous a, b € S.

Exemple 3.15.

a) Contrairement & (Z, +, ), N, (RU{—o0}, max, +) et (P(X), U, N) sont
des semi-anneaux non-négatifs.

b) En outre, N et (RU{—o0}, max, +) sont des semi-anneaux integres alors
que (P(X), U, N) n’est pas integre.

Définition 3.16. Soit S un semi-anneau. Un élément a € S est régulier si
I’égalité a @& b = a @ ¢ implique b = ¢ pour tout b, ¢ € S. Si tous les éléments de
S sont réguliers, alors le semi-anneau est régulier.

Exemple 3.17. Le semi-anneau N est régulier, alors que ce n’est pas le cas
pour les semi-anneaux (R U {—oco}, max, +) et (P(X), U, N).

Les propositions suivantes relient les différentes propriétés des semi-anneaux.
En particulier, la proposition ci-dessous (énoncée par [RV04], [BGO06]) énumere
quelques propriétés des semi-anneaux absorbants tandis que la suivante explicite
une condition pour obtenir un semi-anneau absorbant.

Proposition 3.18. Soit S un semi-anneau absorbant.

a) Si S posséde une identité multiplicative e, alors e est également le plus grand
élément de S et S est idempotent.



V. Bazier-Matte et M. Barbe Marcour 7

b) Le semi-anneau S posséde un plus petit élément si et seulement s’il posséde
un zéro. En outre, ces éléments sont égaux.

Démonstration.

a) Soit e € S l'identité multiplicative de S. Comme S est absorbant, a = a ®
(a®b) pour tous a, b € S. En particulier, nous obtenons e = e® (e ®b), d’ou
e = e @ b pour tout b, ce qui fait de e un plus grand élément.

En utilisant encore la propriété d’absorption, a = a @ (e ® a) = a @ a pour
tout a. Ainsi, S est idempotent.

b) Soit p € S le plus petit élément de S. Comme S est absorbant, p® (p ® a) =
p=p®(a®p),cequiimplique p©a=p=a®p.
A présent, supposons que z est un zéro. L’absorption de S implique aussi
a=a® (a® z2), cest-a-dire a = a ® z pour tout a.

O

Proposition 3.19. Un semi-anneau qui posséde un plus grand élément qui est
lidentité multiplicative est absorbant.

Démonstration. Montrons que a ® (a ©b) =a=a® (b©® a) pour tous a, b € S.
Soit g le plus grand élément et I'identité multiplicative de S. Nous avons

a®(aeb)=(a0g)®(@eb)=a0(gddb) =a6g=a.
De la méme fagon, nous obtenons que a ® (b ® a) = a. O

Exemple 3.20. Soit S = {0, 1, 2} avec les opérations z @ y = min (z + y, 2)
et £ ® y = min (zy, 2) pour tous z, y € S. Il est clair que @ est associatif et
commutatif, de méme que ® est associatif. Montrons que ©® se distribue sur ®.
Pour tous z, y, z € S, nous avons

x©® (y®z) =min (z -min (y + z, 2), 2)
= min (z(y + 2), 2z, 2)
= min (zy + zz, 2)
= min (zy + zz, zy + 2, xz + 2, 2)
= min (min (zy + 2) + min (zz 4+ 2), 2)
— (O B (02),
Il en va de méme pour la distributivité a droite. Ainsi, .S est un semi-anneau.
De plus, x @ 2 = min (z + 2, 2) = 2 implique que 2 est le plus grand élément de
Set1®z =min (12, 2) = min (z, 2) = z que 1 est sont identité multiplicative.
Remarquons que 1 @ (1 ® 1) =2 # 1, donc S n’est pas absorbant.

La proposition suivante établit un lien entre les éléments réguliers et inver-
sibles dans les semi-anneaux [AD13].
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Proposition 3.21. Soit S un semi-anneau et e € S l'identité multiplicative. Si
e est régulier, alors tous les éléments inversibles de S le sont également.

Démonstration. Soit a, b, ¢ € S tels que a est inversible et a ®b = a ® c. Comme
a® a"! = e, en multipliant & droite chaque coté par a~' et en distribuant,
nous obtenons e ® (a~! ®b) = e ® (¢~ ® ¢). On sait que e est régulier, donc
a ' ®b=a"'®cetainsi b= c, ce qui fait de a un élément régulier. O

Le lemme ci-dessous concerne les semi-corps et servira a étudier 'ordre d’un
semi-corps, voir [VCO09].

Lemme 3.22. Soit T un semi-corps et a, b etceT. Sia®bdc = a, alors
adb=a.

Démonstration. Soit T un semi-corps et a, bet ¢ € T tels que a ®b® c = a. En
multipliant & droite chaque c6té de I’égalité par e~ ' ©b®a~! et en additionnant
¢ ® a~ !, nous obtenons

(boa H@(boa oboa )@ (coatoboa )@ (coa™) = (boa H®(coa™).
En vertu de la propriété de distributivité, il est possible de réécrire cette égalité :
boa'tlecoaHo(loboa)=boa®coal.

Il suffit donc de multiplier & gauche par (b®a~! @ c®a')~! et & droite par a
pour obtenir
a®b=a. O

Les prochaines propositions concernent les semi-anneaux partiellement or-
donnés. Dans la premiere proposition, une propriété des semi-anneaux partiel-
lement ordonnés est montrée, tandis que la deuxiéme fournit des conditions
suffisantes pour obtenir un semi-anneau partiellement ordonné.

Proposition 3.23. Si un semi-anneau est partiellement ordonné et posséde un
plus petit élément, alors il est non-négatif.

Démonstration. Soit S un semi-anneau partiellement ordonné, p son plus petit
élément et a, b € S tel que a® b = p. D’une part, nous savons que p < a < a®b
et d’autre part, nous savons que p < b < a@®b. Comme a ® b = p, il est possible
de déduire que p < a <pet p < b <p. Ainsi, S est non négatif. 0

Proposition 3.24.
a) Tout semi-anneau idempotent est partiellement ordonné.
b) Tout semi-anneau régulier et non négatif est partiellement ordonné.

¢) Tout semi-corps est partiellement ordonné.
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Démonstration.

2)

Supposons que S est un semi-anneau idempotent et définissons la relation <
sur S par a < b si et seulement si a ® b = b.

Montrons que < est un ordre partiel sur S. En vertu de I'idempotence a®a =
a implique que a < a pour tout a € S. Aussi, a < bet b < a donnent a®b =10
et b®a =a,d’oua =b. Enfin, a < bet b < centralnent a®b=bet bPc =c,
donta®c=adPbdc=bPc=cetalorsa <ec.

Il faut aussi montrer que cet ordre partiel est compatible avec les opérations
de S. D’une part, a < b implique a & b = b et il en découle, en vertu de
I'idempotence, que b c=aPbPc=aPcPDbPcet donc,a®c<bDc.
D’autre part, a @ cdbOc=bGcetcGa®cOb=cOb doutaGc<bGc
etcOa<cOb.

Supposons que S est non-négatif et définissons la relation < par a < b si et
seulement s’il existe c € S tel que a & c=b.

Montrons que < est une relation d’ordre. Puisque S est non-négatif, il possede
un plus petit élément p. Nous savons que a @ p = a donc a < a pour tout
a € S. Montrons a présent 'antisymétrie de la relation. Soit a, b € S tels
que a < bet b < a. Ceci implique qu’il existe ¢, d € S tels que a®c =10
et b ®d = a. En substituant b dans la deuxieme égalité, nous obtenons
a®c®d= a, dou il est possible de déduire que ¢ ® d = p en vertu de la
régularité de S. Ainsi, ¢ = p = d car S est non-négatif, ce qui prouve a = b
et donc la relation est antisymétrique. Par ailleurs, soit a, b, ¢ € S tels que
a<betb<c. Ainsi, il existe z, y € Stelsquea®x=bet bdy = c. Or,
a®(xdy)=(adz)Dy=>bdy=c. Donc, nous avons a < c.

Il faut également prouver que cet ordre fait de .S un semi-anneau partiellement
ordonné. Prenons a, b, ¢ € S tels que a < b < ¢. Dong, il existe d € S tel
que a®d =b. Puisque a®c®d=bPcetcOadcOd=cO(add) =cO®b,
nous en déduisons que ac<b®cet c®a < c@®b. Il en est de méme pour
la multiplication par ¢ & droite.

Soit T un semi-anneau dont l'identité multiplicative est notée e. Définissons
la relation < ainsi : a < b si et seulement si a = b ou s’il existe ¢ € T tel que
a®c=0o.

Trivialement, cette relation est réflexive. Afin de montrer I’antisymétrie, pre-
nons a et b € T tels que a < b et b < a et supposons qu’il existe cet d € T
tels que a®c=bet bdd = a. Nous savons que a Dchd = bDdd = a,
d’ott nous déduisons, en vertu du lemme 3.22, que a @ ¢ = a, ce qui donne
b = a. Prenons a présent a, b et ¢ € T tels que a < b < ¢ pour prouver la
transitivité. Alors, il existe x € T tel que a®x =boua =bet il existey € T
tel que by =coub=rc. Sia=boub=c, latransitivité est triviale. Sinon,
adxr®y=0dy=cdouil également possible de conclure a < c.

Montrons en outre que la relation < est compatible avec 'addition et la
multiplication. Soit a et b € T tels que a < b. Sia =b, alorsa®c=bDc,
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a@c=bOcetc@a=cOb desortequea®c<b®c,a®@c<bOcet
c®a < c®b. Sinon, il existe d € T tel que a®d = b. Comme aBdPdc = bDec,
alors a®@c<b@c. Deplus (cOa)®(c®d) =cO (a®d) =c®b de sorte
que c®a<c®b. Deméme,a®c<bOec.

O]

4 Homomorphismes

Il est aussi intéressant de regarder les applications entre semi-anneaux. Plus
particulierement, considérons les semi-anneaux qui possedent un zéro et un plus
petit élément tels que décrits dans la définition 3.3. Les notations et la plupart
des résultats proviennent des travaux de Allen [All69].

Définition 4.1. Soient deux semi-anneaux S et S’. Une application f : S — S’
est un homomorphisme si f(a®b) = f(a)@® f(b) et f(a®b) = f(a) @ f(b) pour
tous a, b € S.

Un homomorphisme f : S — S’ est un isomorphisme s’il existe un homo-
morphisme g : 8" — S tel que go f = idg et fog = idg. S et S’ sont alors
dits isomorphes et notés S = S’

Naturellement, le noyau d’'un homomorphisme est noté Kerf = {z € S |

f(z) =0s/}.

Remarque 4.2. Soit Og et Ogs les zéros des semi-anneaux S et S’. Alors, f(0g) =
0g. En effet, pour tout x € S nous savons que f(z) = f(z®0g) = f(x) & f(0s),
don f(0g) = Ogr.

Lemme 4.3. Un homomorphisme de semi-anneauz f : S — S’ est un iso-
morphisme si et seulement si f est bijectif.

Démonstration. Comme un isomorphisme admet une application inverse, alors
f est bijectif.

Réciproquement, supposons que f : S — S’ est un homomorphisme bijectif.
Alors, il existe une application inverse de f, notée g.

Nous avons alors

9(a @' b) = g(f(g(a)) ® f(g(b)))
= g(f(g(a) ® g(b)))
g(a)

De méme, g(a @' b) = g(a) ® g(b). Comme g est un homomorphisme, f est un
isomorphisme. ]

Il devient pertinent de chercher un équivalent au théoreme d’isomorphisme
pour les anneaux. Il faudra d’abord définir la notion d’idéal et I'adaptée aux
semi-anneaux.
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Définition 4.4. Soit S un semi-anneau et I un ensemble tel que I C S. Alors,
I est un idéal de S si :

a) pour tous a, b € I, nous avons a ® b € I.

b) pour tousa € I et z € S,nous avonsa @z €l et z®a € I.
Ecrivons alors I < S.

Exemple 4.5.

a) Soit un semi-anneau commutatif S. Alors, Sx = {a ® z | a € S} pour un
x € S. Nous prétendons que Sz <1S. En effet, soit a, b € Sz. Alors,a = ad' Oz
etb=bozavecd,t €S Ainsi, adb=d 0zdb oz = (ddV)o0x € Sz.
De plus, soit y € S. Alors, y©@a =yo (d ©z) = (y©d)®x € Sz et
ay=(doz)oy=(doy) ore S

b) Soit le semi-anneau (N, +, -). Posons I = N\{1}. Alors, I est un idéal de
N. En effet, soit z, y € T et a € N. Alors, r+y € l,car 1 =1+0=0+1,
mais z # 1 et y # 1. De plus, a-x # 1, car z # 1, d’ou le résultat. Toutefois,
observons que 0+ 1 = I et 1 +1 = N\{0, 2} et donc (0+1)N(1+1) =
N\{0, 1, 2} # @.

¢) Soit f : S — S’ un homomorphisme. Montrons que Kerf est un idéal de
S. Soit z, y € Kerf et a € S. Alors, f(x ®y) = f(x) @ f(y) = 0g et donc,
z®y € Kerf. De plus, f(a®x) = f(a)0' f(z) =0y = f(2)©' f(a) = f(zOa)
et ainsi, a @z, z ® a € Kerf.

Comme dans le cas des anneaux, il est possible de faire un lien entre semi-
corps et idéaux, voir [AL09].

Théoreme 4.6. Soit T un semi-anneau commutatif avec une identité multi-
plicative. Alors, T est un semi-corps si et seulement si ses seuls idéauz sont {0}
et T.

Démonstration. Supposons que T est un semi-corps. Soit I <71 tel que I # {0}.
Prenons x € I, x # 0. Alors, z € T est inversible. De ce fait, z © 2’ =2’ Oz =
e € I. Comme l'identité multiplicative est dans I'idéal, nous obtenons I = T
Réciproquement, supposons que les seuls idéaux de T sont {0} et T'. Soit
x € T tel que x # 0. Cherchons 2/ tel que x ® 2/ = e =2’ @ z. Soit Tx = {t® x|
t € T'} I'idéal engendré par . Comme z € Tz, Tx # {0} et ainsi, Tx = T ce qui
implique que e € Tz. Il existe doncun 2’ € T tel que x ®2' =e=2"0x. O

Avec cette définition d’idéal, exemple 4.5 b) permet de constater que la
congruence modulo un idéal n’est pas une équivalence puisque {z + [},cg n’est
pas nécessairement une partition de S. Nous avons donc besoin d’une définition
d’idéal plus restrictive.
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Définition 4.7. Soit S un semi-anneau et I un ensemble tel que I <1 5. I est
un @-idéal §'il existe un ensemble @ C S tel que {q @ I }4cq est une partition de
S.

Exemple 4.8. Soit le semi-anneau (N, +, -). Alors, (m) = {n-m | n € N} est
un idéal de N. En effet, soit x, y € (m) et a € N. Alors, z +y = 2'm + y'm =
(@'+y")ym € (m) pour 2, ¢ € Net ax = a(z'm) = (az’)m = (z'm)a = za € (m).
Sim = 0, alors (m) = {0} et posons @ = N. Ainsi, {¢ + 0} = {q} et c’est une
partition de N. Sinon, posons @ = {0, 1, ..., m—1}. Alors, {¢1 +n-m}N{g+
n'-m} = @ et il s’agit aussi d’'une partition de N.

Commengons par illustrer le lien entre le semi-anneau S et l’ensemble @
lorsqu’il existe un Q-idéal.

Lemme 4.9. Soit I un Q-idéal dans le semi-anneau S. Alors, six € S, il existe
un unique q € Q tel que x 1 C qd 1.

Démonstration. Soit une partition {q & I},cq, de sorte que pour tout z € S,
il existe un unique ¢ € Q tel que x € ¢ ® I. Ainsi, il existe un i; € I tel que
T=qPiy.

Ensuite, supposons que y € x @ I. Alors, il existe un is € I tel que y = @ io.
Mais alors y = (¢ @ i1) @ i2 = q¢ D (i1 D i2), ce qui implique que y € ¢d 1. [

Remarque 4.10. 11 s’ensuit que g1 & I = g9 @ I si et seulement si g1 = ¢o.

Définition 4.11. Soit {¢@ I}4ecq une partition d’un semi-anneau S, I un idéal
de S et q1, o € Q). Notons g3 et g4 respectivement les uniques éléments de @)
tels que (1 D q2) DI C g3 DI et (1 ©q2) DI C qq @ I. Définissons alors les
opérations + et - sur les éléments de la partition de la maniére suivante :

a) (nel)+(@el)=gal
b) (mel) (eel)=uol.
Notation 4.12. Notons {q @ I},cq = S/ql afin de simplifier I'écriture.

Théoréeme 4.13. Soit I un Q-idéal du semi-anneau S. Alors, (S/ql, +, -)
est un semi-anneau ayant un zéro et un plus petit élément.

Démonstration. D’abord, vérifions la commutativité de I’addition. Soit g1, g €
Q. Nous savons que :

(o) +(@eel)=(ael)

ou g3 est 'unique élément de @ tel que (g1 B q2) DI C q3PI. Or, (g2 D q1) DI C
q3 ® I et donc

(@eD+(@eel)=(@el)=(@EseD)+@ael).



V. Bazier-Matte et M. Barbe Marcour 13

Ensuite, vérifions 'associativité de I'addition et de la multiplication. Soit
q1, q2, g3 € Q. Nous avons

(o4 (@el)+(@aal)=(@ual)+(al),

ou g4 est tel que (¢1 @ q2)®I C g4 1. Comme il existe aussi g5 tel que (g4 D q3) D
ICqgs@letalors (1 ®q@q3) &1 C g1,

(D) +(@el)+(pal)=gal.

De plus,
@oD+ (el +(ggel)=(@el)+(gpol),

ou gg est tel que (g2 @ q3) B I C g¢ @ I. Donc, il existe g7 tel que (g1 ® gs) ® I C
g @I et alors (g1 ®q®q3) @I C g7 @ . En vertu du lemme 4.9 et de la
remarque 4.10, nous savons que g5 = g7 et ainsi,

(oDt (@e))+(@o)=@@oel)+(eal)+(gol)).

L’associativité de la multiplication est prouvée de maniere similaire.
Il faut aussi vérifier la distributivité.

(el (e +(@el)=(@el) (ael),

ol g4 est tel que (g2 @ ¢3)®I C ¢4 1. Comme il existe aussi g5 tel que (g1 © g4) D
ICE@let (1O@®aOe)@IC gl

(@al) (eol)+(@aael)=I(o1)

et ainsi,
(@) =) (eel)+(ael) (dl)),

d’ou le résultat. Avec un raisonnement semblable, nous prouvons la distributivité
a droite.

Il reste a prouver 'existence d’un zéro et d’un plus petit élément. Construi-
sons la fonction ¢ définie comme suit. Pour x € S soit ¢ € @ 'unique élément
tel que z @ I C q@ I. Posons alors ¢(z) = ¢ ® I. C’est un homomorphisme. Soit
0€Setp(0)=qg"®I. Montrons que ¢* @ I est le zéro et le plus petit élément.
Nous savons que x ® 0 = 0 avec ¢(x) = ¢ & I. Donc

(gel) (¢ &) =¢(x) 6(0) = dp(x©0) =p0) =¢" & I.

De méme, nous obtenons que (¢* ® 1) - (¢ ® I) = ¢* @ I. De manieére similaire,
nous savons que z @ 0 = x, ce qui implique que

&1 =9¢(x)=0¢xo0)=0)+¢0)=(¢al)+ (¢ 1),

d’ou le résultat. O
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Lemme 4.14. Soit S un semi-anneau et I <1 S. Si I est un Q-idéal et un
Q'-idéal, alors S/oI = S/g1.

Démonstration. Soit ¢ € Q C S et ¢’ € Q' 'unique élément tel que ¢®I C ¢ D 1.
Construisons la fonction

f: S/QI — S/Q/I
gl — JdoI

Nous voulons prouver qu’il s’agit d’un isomorphisme. Tout d’abord, montrons
que f est un homomorphisme. Soit g1, g2 € Q). Alors, il existe un unique g3 € )
tel que (1 D q2) BT C g3® 1. Soit ¢, g5, ¢5 € Q' tel que f(1 DI) = ¢ DI, f(q2®
I=q¢y®Iet flg3DI)=q5®I . Ainsi, nous avons (¢1 ®q2) DI C ¢5® I et
done, ¢ ® ¢y, ®I C ¢4 @ I, ce qui implique

flla@l)+(eel))=f(gol)
=q3 &1
= (@ o)+ (el
=f@aseD)+flesl).

Il en va de méme pour la multiplication.

Il reste donc & montrer que f est bijective. Soit g1, g2 € Q et ¢, ¢, € Q' tels
que ¢ &I = flq@I) = flga®I) = ¢5® 1. Alors, q; = ¢ et en vertu de la
remarque 4.10, nous savons que g1 = go, donc f est injective.

Prouvons & présent que f est aussi surjective. Soit ¢’ € Q'. Comme S/ I est
une partition de S, il existe x € S tel que z € ¢’ ® I. Alors, il existe i1 € I tel
que x @ i1 = ¢, mais il existe aussi ¢ € Q tel que x € ¢® I, ce qui implique qu’il
existe iy € I tel que x @iy = q. Il en découle que @i Biy I =qHI C ¢ D I.
Par conséquent, f est un homomorphisme bijectif et donc un isomorphisme. [

Lemme 4.15. Soit S et S’ deuzr semi-anneauz, I un Q-idéal dans S et un
homomorphisme f: S — S .

a) Soitp: S — S/gl : x — q®I ou q est l'unique élément tel que B C q®I.
Alors, p est un homomorphisme appelé la projection canonique.

b) Soit j :Imf — S : x— x. Alors, cette application est un homomorphisme
appelé l’inclusion.

Démonstration.

a) Soit x,y€ Setq, q,qpcQtelsqueplxdy)=qdI, p(xr) =q I, ply) =
g2 @ I. Alors, nous avons (z @y) I Cqg® et doncplxdy) =qd I =
(@®I)+ (29 I) = p(z) + p(y). De la méme maniere, avec ¢ € ) tel que
p(x ®y) =q® I, nous savons que p(z ®y) = p(x) - p(y). Ainsi, la projection
est un homomorphisme.
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b) Soit 2/, y' € Imf. Alors, il existe z, y € S tels que 2’ = f(z) et ¥ = f(y).
Ainsi, nous avons que j(z'®'y') = j(f(2) &' f(y)) = j(f(z@y)) = f(zDy) =
F(@)@' f(y) = j(2) &' j(y/) et de la méme manivre j(z' ' y) = j(a') &' j(yf
Ainsi, I'inclusion est un homomorphisme.

O

Lemme 4.16. Soit Imf [image d’un homomorphisme de semi-anneauz f :
S — S'. Alors, Imf est un semi-anneau pour les mémes opérations que celles
définies dans S’.

Démonstration. Prouvons d’abord la commutativité de 'addition. Soit f(x),
f(y) € Imf. Alors, nous savons que f(z) @ f(y) = f(xDy) = fly®z) =
f(y) @ f(x). De la méme maniére, nous obtenons Iassociativité de I'addition
et de la multiplication ainsi que la distributivité & gauche et a droite. Il y a
aussi un zéro, car f(x) @ f(0) = f(z & 0) = f(x) et un plus petit élément, car
f(z) @ f(0) = f(z ©0) = f(0). O

Définition 4.17. Soit f : S — S’ un homomorphisme de semi-anneaux. La
fonction f est dite maximale si pour tout élément a de I'image de f, il existe un
8lément c, de sa préimage f~1(a) = {z | f(x) = a} tel que x@Kerf C c, B Kerf
pour tout z € f~1(a).

Remarque 4.18. Dans les travaux de Allen [All69], la définition d’un homomor-
phisme maximal requiert la surjectivité de I’application. Nous avons généralisé
les résultats qui suivent pour qu’ils s’appliquent a tous les homomorphismes de
semi-anneaux. De plus, remarquons que 1’élément c, n’est pas nécessairement
unique.

Exemple 4.19.

a) Soit S = (N, max, min). Montrons qu’il s’agit d'un semi-anneau. D’abord,
max est commutatif et les deux opérations sont associatives, car pour tous
a, b, ¢ € N, nous avons max(a, max(b, ¢)) = max(a, b, ¢) = max(max(a, b), ¢)
et min(a, min(b, ¢)) = min(a, b, ¢) = min(min(a, b), ¢). Ensuite, il est
facile de vérifier que la distributivité est respectée en étudiant chacun des cas
possibles : a < b<c,a<c<bb<a<cb<c<a,c<a<betc<b<a.
Enfin, c’est un semi-anneau avec un zéro et un plus petit élément. En effet
min(a, 0) = 0 = min(0, a) et max(a, 0) = a pour tout a € N. Il s’ensuit
que c’est un semi-anneau bien ordonné, c’est-a-dire que toute partie non vide
possede un plus petit élément.

De fagon similaire, nous obtenons que S’ = ({0, 1}, max, min) est un semi-
anneau. Soit 'application f: N — {0, 1} telle que

0 siz<5h
fz{ <

1 siz>5H
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ou x € N. Prouvons que f est un homomorphisme. Soit z, y € N. Alors,
f(max(z, y)) = max(f(z), f(y)) et f(min(z, y)) = min(f(z), f(y))-

Vérifions si f est maximal. Prenons y € f~%(1), donc f(y) = 1 ce qui implique
y > 5. Nous avons ainsi maxjexerf(y, k) = y et alors, il n'existe pas de
c e f71(1) tel que maxpekerf(y, k) € maxgekers(c, k) pour tout y € f71(1).
Il en découle que f n’est pas maximal.

Soit le semi-anneau (N, +, ) et (m) = {n-m | n € N} un @Q-idéal de N.
Soit m > 0 et N/(m) = {a + (m) | a € N} un semi-anneau en vertu du
théoreme 4.13. Nous savons aussi que x € N s’écrit de maniere unique tel que
r=gm+rougq,r€Net0<r<m. Alors, posons

fi: N — N/(m)
x — r+(m)

ou r est tel que défini plus haut. Nous prétendons que c’est un homomor-
phisme maximal.

Commencons par montrer qu’il s’agit bien d’un homomorphisme. Pour 1’ad-
dition, on nous avons que

fle+y)=fllgn+7r)+ (@m+7")) = f((g+d)m+ (r+7))

ce qui donne deux cas possibles. Si r+1' < m, alors f(z+y) =r+r'+(m) =
f(z) + f(y). Sinon, nous avons que m < r 4+ ' < 2m et ainsi, il existe
0<7r <mtelquer+r =m+7r" Alors, fx+y) = f((¢g+¢ +1)+
)y ="+ (m) = f(z) + f(y). Pour la multiplication, il suffit de suivre un
raisonnement similaire.

Il reste & montrer que f est maximal. Mais Im f = N/(m), donc f est surjec-
tive et Kerf = (m). Soit un élément a+ (m) € N/(m) tel que f(a) = a+(m).
Prenons un élément de la préimage de a + (m), disons y. Mais cela implique
que f(y) = f(gm + a) = a + (m). Il en découle que

y+Kerf=gn+a+ (m)=a+ (m)=a+ Kerf

et, par conséquent, y + Kerf C a + Kerf. Ainsi, f est maximal.

Lemme 4.20. Soit f : S — S’ un homomorphisme mazximal de semi-anneauz.
Alors, Kerf est un Q-idéal avec Q = {ca}acimy

Démonstration. Nous savons que Ker f est un idéal de S. Il reste donc a montrer
que {c, ® Kerf}.,co donne une partition de S.

Supposons que ¢, ¢, € @ distincts, c’est-a-dire que a # b. Si (¢q @ Kerf) N

(cp ® Kerf) # &, alors il existe k, k' € Kerf tel que ¢, &k =c, ® K.

Or, a = flca) @ f(k) = flca® k) = fley @ K) = fley) &' F(K) = b, ce qui

contredit I’hypothése de départ. Donc, il s’agit bien une partition et Kerf est
un ()-idéal. ]
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Lemme 4.21. Soit f : S — S’ un homomorphisme mazimal de semi-anneaux
et Q@ = {catactimy- St ca, cy, cqa € Q, alors nous avons que :

a) Sic,®c,®Kerf CcqgdKerf, alors ad’ b =d.
b) Sico®cy,®Kerf Ceyg@Kerf, alorsa® b=d.

Démonstration. Soit ¢, @ ¢, B Kerf C cq @ Kerf. Alors, nous avons que ¢, &
¢y € cg ® Kerf et donc, il existe k € Kerf tel que ¢, ® ¢y = ¢g @ k. Ainsi,
a® b= f(ca) & f(er) = flca®cp) = flca® k) = flca) & f(k) =d.

De méme, nous obtenons que a ®' b = d. O

Théoréme 4.22. Soit f : S — S’ un homomorphisme mazximal de semi-
anneauz, p : S — S/gKerf la projection canonique et j : Imf — S’ linclu-
sion. Alors, il existe un unique homomorphisme f' : S/gKerf — Imf tel que
f =70 f op. En outre, f' est un isomorphisme.

Démonstration. Pour 'unicité, nous supposons que f’ existe telle que définie
plus haut, ce qui donne f’(c, ® Kerf) = f'(p(ca)) = 7(f' (p(ca))) = f(ca) = a. 11
faut prouver que cette derniere formule définit f’ sans ambiguité. Soit z®Ker f =
y @ Kerf. Il existe alors un k € Kerf tel que z =y @ ket f(z) = flyD k) =
fly) @ f(k) = f(y). Il est possible d’en déduire que f'(z ® Kerf) = f(x) =
flyd k)= fly® ke Kerf) = f'(y® Kerf), dou lexistence.

Il reste & montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Montrons d’abord que f’
est bijective. Comme f est maximal, f'(c, ® Kerf) = f'(¢, @ Kerf) implique
que a = b, d’ou 'injectivité. De plus, soit a € Imf. Alors, f/(c, ® Kerf) = a et
co ® Kerf € S/gKerf. Enfin, ¢, existe en vertu de la maximalité de f. Donc,
f' est surjective et par le fait méme bijective. Il reste & montrer que f’ est
un homomorphisme. D’abord pour 'addition, f'((¢, ® Kerf) + (cp @ Kerf)) =
[ (ca®Kerf) = d avec ¢, ®cy®Kerf C cg®Kerf. En vertu du lemme précédent,
nous savons que d = a®' b = f'(c, ®Kerf) @' f'(c, @ Kerf). Il suffit de procéder
de la méme maniere pour la multiplication. O

Observons maintenant les quotients d’un semi-corps 7.

Lemme 4.23. Soit T un semi-corps. Alors, ses quotients sont, a isomorphisme
prés, {0} et T.

Démonstration. Selon le théoréme 4.6, les seuls idéaux d’un semi-corps T sont
{0} et T. Soit {0} < T. Alors, {0} est un Q-idéal avec Q = T. Le quotient
T/r{0} est égal, par définition, a {t & {0} }rer = {{t}}ter =T . Soit T < T
Alors, @ = {0} pour que T soit un @Q-idéal et son quotient est de la forme
T/iyT. Mais alors, T/(yT ={0® T} = {T} = {0}. O

5 Algebres de Boole et treillis

Tel que mentionné dans I'exemple 2.2, un semi-anneau peut également étre une
algebre de Boole. Définissons donc cette structure selon [BMLOS8]| et intéressons-
nous aux similitudes avec les semi-anneaux.
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Définition 5.1. Une algébre de Boole est un ensemble B muni de deux opéra-
tions binaires V et A qui sont idempotentes, commutatives, associatives, absor-
bantes entre elles (aV (aAb) = a et aA(aVb) = a) et mutuellement distributives.
De plus, il existe O et I € Btelsque OVa=a,0ONa=0,I1Va=1etIAa.
Enfin, ’ensemble posséde une opération unaire a — d’ telle que a Vad' = I et
aNa = 0.

Déterminons les propriétés nécessaires aux semi-anneaux pour avoir une al-
gebre de Boole.

Théoréme 5.2. Soit un triplet (S, ®, ©@). Alors, S est une algébre de Boole
si et seulement si (S, &, ®) et (S, ®, @) sont des semi-corps idempotents,
absorbants, commutatifs, avec un plus petit élément qui est le zéro ainsi qu’un
plus grand élément qui est l'identité multiplicative.

Démonstration. Soit S une algebre de Boole. En vertu de sa définition, 'opéra-
tion @ est commutative et associative, alors que © est associative. De plus, nous
savons que ® se distribue sur @. Par conséquent, (S, @, ®) est un semi-anneau.
De maniére analogue, il s’ensuit que (S, ©, @) est aussi un semi-anneau.

En vertu de la définition 5.1 et des propriétés des semi-anneaux dans la
section 3, nous savons que (S, @, ©®) est un semi-anneau idempotent, absorbant,
commutatif, possédant un plus grand élément qui est I'identité multiplicative I
de méme qu’un plus petit élément qui est le zéro O. De plus, a’ est I'inverse de
a pour tout a € S, donc S est un semi-corps. Il en va de méme pour (S, @, ®).

Réciproquement, soit (S, @, ®) et (S, ©, @) deux semi-corps idempotents,
absorbants, commutatifs, avec un plus petit élément et zéro et un plus grand
élément et identité multiplicative. Alors, les deux opérations sont idempotentes,
commutatives, associatives, absorbantes entre elles et mutuellement distribu-
tives. De plus, il existe un plus petit élément qui est un zéro et un plus grand
élément qui est une identité multiplicative et il existe un inverse, donc une opé-
ration unaire. Ainsi, nous avons vérifié tous les axiomes de la définition 5.1 et S
est une algebre de Boole. O

Exemple 5.3. Soit n € N tel que n # k% pour tout k& € N. Considérons
B = {m | m|n}. Prenons comme opérations le plus grand commun diviseur
(pged) et le plus petit commun multiple (ppem). Nous prétendons qu’il s’agit
d’une algebre de Boole. Montrons que B vérifie bien tous les axiomes.

Par définition, le pged et le ppem sont idempotents. 11 est aussi clair que les
deux opérations sont commutatives. Prouvons qu’elles sont également associa-
tives, c’est-a-dire pour tous a, b, c € B, nous avons ,

pged(a, pged(d, ¢)) = pged(pged(a, b), c)
et
ppcm(a, ppem(b, ¢)) = ppem(ppem(a, b), c).

En effet, posons e = pged(a, pged(b, ¢)) et f = pged(pged(a, b), ¢). Il s’ensuit
que e | a et e | pged(b, ¢), ce qui implique que e | a, e | b et e | ¢. Ainsi,
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e | pged(a, b) et e | ¢, d’out e | f. De la méme fagon, il est possible de montrer
que f | e, donc e = f. L’associativité du ppcm se prouve de maniére similaire.
L’absorption est vérifiée, car pged(a, ppem(a, b)) = pged(a, ka) = a pour
un k € B tel que ppem(a, b) = ka. Nous avons ppem(a, pged(a, b)) = a de la
méme maniere.
Montrons que le pged est distribué sur le ppcm et vice versa. Nous savons
que le pged est distributif sur lui-méme. Ainsi, nous avons que

pged(a, ¢) pged(b, ¢) pged(a, b) = pged(aab, abb, aac, abe, ace, bbe, bec)
= pged(a, b, ¢) pged(ab, ac, be)

abc
= d(a, b, c) ———
pgc (a7 ) C) ppcm(a, b, c)?
d’ou
abe ~ pged(a, ¢) pged(b, ¢

pged(a, b) ppem(a, b, ¢) — pged(a, b, )

Ainsi,

ppem(a, b)c pged(a, ¢) pged(b, ¢)

ppem(ppem(a, b), ¢) — pged(pged(a, ), pged(b, ¢))’
ce qui donne

pged(ppem(a, b), ¢) = ppem(pged(a, ¢), pged(b, c)).

De méme, le ppcm se distribue sur le pged.

Il reste a trouver O et I de méme que 'opération unaire. Remarquons que
pour tout @ € B, nous avons que pged(a, n) = a et ppcm(a, n) = n, donc I = n.
Aussi, pged(a, 1) = 1 et ppem(a, 1) = a d’ott O = 1. Enfin, posons a’ tel que
aa’ = n. Alors, pged(a, a’) = n et ppem(a, o’) = 1.

Etudions & présent une structure semblable aux algébres de Boole, mais
possédant moins d’axiomes de définition. Plus précisément, cette structure ne
possede pas d’éléments O et I, ni d’opération unaire tels que décrits a la dé-
finition 5.1 et ses opérations binaires ne sont pas nécessairement mutuellement
distributives.

Définition 5.4. Un treillis est un ensemble L possédant deux opérations V
et A qui sont idempotentes, commutatives, associatives et absorbantes. Si de
plus les deux opérations sont mutuellement distributives, L est appelé un treillis
distributif.

Exemple 5.5. Soit G un groupe quelconque et % ’ensemble de tous les sous-
groupes de G. Posons pour tous H, K € ¥ les opérations HA K = HN K et
HV K = (H, K) ou (H, K) est le plus petit sous-groupe contenant H et K.
Montrons qu’il s’agit d’un treillis.

Les opérations V et A sont trivialement idempotentes et commutatives. Il
reste a montrer qu’elles sont associatives et absorbantes. Or, A = N est associa-
tive et pour tous H, K, M € X, nous savons que (H, (K, M)) = (H, K, M) =
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((H, K), M). En outre, nous trouvons que H N (H, K) = H = (H, HN K), et
ainsi, 3 est un treillis. Toutefois, il n’est généralement pas distributif.

Par exemple, soit G = Z @ Z. Alors, ¥ contient les sous-groupes (1, 1) Z,
(0,1)Z, (1, 0)Z et (0, 0) Z. Ainsi, nous avons

1, 1)ZN{0,1)2Z, (1,0)Z) =1, ) ZNZ& L
1, 1) 2.

Par contre, nous savons que
(L DZN(0, 1)Z, (1,1)ZN(1, 0)Z) ={(0, 0)Z, (0, 0)Z)
(0, 0) Z.

Puisqu’il n’y a pas égalité, la distributivité n’est pas respectée.

Comme pour les algebres de Boole, cherchons des conditions nécessaires et
suffisantes sur un semi-anneau pour qu’il soit aussi un treillis distributif.

Théoréme 5.6. Soit un triplet (S, @, ®). Alors, S est un treillis distributif
si et seulement si (S, &, ®) et (S, ©, ®) sont tous deur des semi-anneaux
idempotents, commutatifs et absorbants.

Démonstration. Soit S un treillis distributif avec les opérations & et ®. Comme
nous savons que @ est commutative et associative, que ® est associative et
que les deux opérations sont mutuellement distributives, nous en déduisons que
(S, @, ®) est un semi-anneau.

En vertu de la définition 5.4 et des propriétés des semi-anneaux dans la sec-
tion 3, S est un semi-anneau idempotent, commutatif et absorbant. De plus, le
triplet (S, ®, @) est aussi un semi-anneau idempotent, commutatif et absor-
bant.

Réciproquement, soit (S, &, ®) et (S, ©®, @) deux semi-anneaux idempo-
tents, commutatifs et absorbants. Alors, les deux opérations sont idempotentes,
commutatives, associatives, absorbantes et mutuellement distributives. Ainsi,
tous les axiomes de la définition 5.4 sont vérifiés, donc S est un treillis distribu-
tif. O

Exemple 5.7. Considérons le semi-anneau (N, max, min). Prouvons qu’il
s’agit aussi d'un treillis. Il est clair que min et max sont idempotentes, com-
mutatives et associatives. Il reste donc a montrer que ces opérations sont aussi
absorbantes.

Or, max(a, min(a, b)) = a et min(a, max(a, b)) = a pour tous a, b € N,
donc 'absorption est vérifiée. Par conséquent (N, max, min) est un treillis.

Il est aussi possible de montrer que c’est un treillis distributif, tel que dans
I’exemple 4.19.
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