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Fonctions booléennes d’addition binaire

Julien Corriveau-Trudel

RESUME  L’objectif de cet article est de familiariser le lecteur avec I’algebre
booléenne et les fonctions booléennes utilisées en informatique, aussi appelées
« portes logiques ». L’exemple au coeur de l'article est ’additionneur binaire.
Seul un niveau collégial en mathématiques est requis pour comprendre cet
article.

1 Introduction

En 1937, Claude Shannon montre dans sa thése de maitrise [Sha37] qu’il y a des
applications électroniques de ’algeébre booléenne, donnée par George Boole en
1854 dans The Laws of Thought [Boo54|, notamment dans les circuits logiques
et numériques. Aujourd’hui, on n’a qu’a suivre un cours d’introduction a la
programmation pour découvrir que les ordinateurs conventionnels fonctionnent
al'aide de 1 et de 0 (de « on » et de « off », de circuit passant et non passant). Il
est possible de décrire les opérations a la base du calcul informatique a 'aide de
fonctions booléennes, soit des fonctions qui prennent des 1 et des 0 en entrées et
qui renvoient 1 ou 0. En particulier, ’addition, lorsqu’appliquée aux chiffres d’'un
nombre en représentation binaire, s’écrit comme une composition de fonctions
booléennes. C’est cette addition qui est décrite et vulgarisée dans le présent
article.

Dans les quelques chapitres qui suivent, quelques concepts de base de I’al-
gebre booléenne, la notation binaire des nombres ainsi que les fonctions boo-
léennes qui régissent ’addition binaire sont expliqués.

2 Algebre booléenne

2.1 Espace booléen et fonctions booléennes
Soit E I’ensemble contenant les valeurs 0 et 1,

E=1{0,1}.

Cet ensemble est la base de ’algebre booléenne, et toutes les fonctions booléennes
agissent sur cet ensemble.
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Définition 2.1. Une fonction booléenne est une fonction de E* vers E, c’est-
a~dire qu’elle peut prendre k éléments de E en entrée et renvoyer un 1 ou un 0.
Une telle fonction est appelée fonction booléenne de degré k.

Définition 2.2. Définissons trois fonctions dites booléennes sur cet ensemble.

Et, A\: ExE —

FE
1, siz=y=1
(2y) {"’” Y

0, sinon

OuVv: ExXE — FE
{O,Sim:yzo

(zy) — :
1, sinon
Non, —: F —- F
1, siz=0
x
0,siz=1

L’opération Et est I’équivalent de 'opérateur A dans la logique. Si 'on rem-
place 1 par Vrai et 0 par Faux, A a exactement le méme comportement. Les deux
termes entrant, soit (x,y), sont les termes & gauche et a droite de l'opérateur.
Il en va de méme de Ou et 'opérateur V. L’opération Non est ’équivalent de
lopérateur —, dont le seul argument est placé a droite. Le résultat est souvent
appelé le complément Les fonctions A et V sont de degré 2, alors que — est de
degré 1.

Considérant qu’il n’y a pas beaucoup de valeurs possibles pour un élément
de F, générons les tables de valeurs de ces trois opérations :

A 0 1 v 0 1 X X
0O 0 O 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1

TABLE 1: Tables de valeurs des opérations A, V et —.

On peut définir d’autres fonctions booléennes a partir de ces fonctions de
base.

Définition 2.3. Définissons les fonctions Ssi et XOu, qui représentent respec-
tivement le « Si et seulement si » et le « Ou exclusif » de la logique.

1A partir de cet endroit, les opérateurs A,V et — seront utilisés dans le document.
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Ssi, &: ExFE —

E
1, siz=y
z,y) —
(@) {O,Sinon

XOu,®: ExFE — FE
l,six#y
(2,y) .

0, sinon

Voyons ensuite les tables de valeurs de ces opérateurs.

& 1 © 0 1
0 0 0 0 1
1 1 1 1 0

S = | O

TABLE 3: Tables de valeurs des opérations < et .

Remarque 2.4. Il en va de soi que 'opérateur @ est égal a la composition de —
et <, tel que x @y = —~(z < y), mais il sera plus agréable a l'oeil d’éliminer
les —. De plus, on peut décomposer la fonction Ssi comme une composition de
fonction :

Ssi(z,y) = Ou (Et (z,y),Et (Non(x), Non(y))) =@Ay)V(zAy)=x&y

On comprend que la composition des fonctions ci-dessus est 1’équivalent de la
phrase suivante : © = 1l et y = 1, ou z = 0 et y = 0, ce qui revient a la
définition de I'opération Ssi. De plus, il est évident que I’écriture avec =, A et V
est beaucoup plus lisible.

Maintenant que les opérateurs A, V, -, < et @ sont définis, établissons
quelques regles pour travailler avec ces opérateurs.

2.2 Simplification des fonctions booléennes

Regardons certains cas particuliers de simplification de fonctions.

Fonction Idempotence Tautologie/contradiction

\v, rVr=x zV-zx=1
N TANT=2x xA—-z=0
& - res =1
@ - zPxr=0

TABLE 5: Certaines identités des fonctions booléennes V, A, < et @.

Ces 6 cas sont évidents et découlent des Tables de valeurs |1 et |3] de la
Section Voyons certaines propriétés des fonctions booléennes de base.
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Nom Identités

Loi de De Morgan —(zVy)= -z A-y

Commutativité TANy=yAzx
rVy=yVzx

Associativité (xAY)Nz=xAN(YyAz)
(xVy)Vz=2V(yVz2)

Distributivité (xAy)Vz=(xVz)A(yVz)
(xVy)Az=(xAz)V(yAz)

TABLE 6: Certaines propriétés des fonctions booléennes A, V et —.

Ces identités et propriétés servent a rendre une équation, une fonction boo-
léenne composée ou toute expression logique, moins complexe.

Exemple 2.5. On les applique sur la fonction suivante pour la simplifier :
Ssi(XOu(1,0),0) =(1®0)=1=(1)<1=1.

Note 2.6. Le respect de la priorité des parenthéses est de mise.

Avant de pouvoir appliquer ces fonctions sur I'addition binaire, il faut expli-
quer ce que sont les nombres binaires.

3 Nombres binaires

Avant de décrire les nombres binaires, il serait intéressant de présenter une re-
marque sur les nombres utilisés couramment : les nombres décimaux. Les chiffres
comme on les connait sont 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 et 9. De plus, on sait que lors-
qu’on additionne au dernier chiffre, soit 9, un 1, on obtient une dizaine. C’est
le systéeme commun de nombre, dit en base 10. Chaque position d’un nombre
représente des puissances de la base, soit 10. L'unité est 10°, la dizaine est 10%,
etc.

Or, qu’arriverait-il si la base était 27 La dizaine s’obtenait lorsqu’on addi-
tionne 1 4 1: 141 = 10. De méme, a chaque position du nombre, lorsqu’on
additionne un 1 avec un 1, on doit ajouter 1 dans la position supérieure et conser-
ver 0 dans la courante position, de sorte que 10+ 10 = 100 et 100 + 100 = 1000.
On appelle ce systéme de nombres : les nombres binaires.

Aussi, comme le systéme en base 10, chaque position d’'un nombre en base
2 représente une puissance de 2. Pour calculer la quantité représentée par un
nombre en base 2, on prend le nombre & une certaine position et on le multiplie
par 'ordre de grandeur de sa position. Par exemple, le nombre 1000101 est égal
en nombre décimal & (1 x 26 +1 x 22 +1 x 2%)19 = (64 +4 + 1)19 = (69)10.

Notation 3.1. Les nombres décimaux qui peuvent porter a confusion seront notés
(X)10, & moins qu’il ne soit mentionné autrement.
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De plus, une addition binaire peut se faire de la méme facon qu’une addition
décimale. On additionne les unités, on note la retenue qu’on additionne a la
position suivante. Par exemple :

+
el =
+
S|~ =

1

TABLE 7: Exemples d’addition unitaire en systéme binaire.

[a) = o=

1

1

+ 1
1 1

S| = =
— | = O
— O =

TABLE 8: Exemple d’addition a la main en systeme binaire.

A la Table on a additionné
10101 = (16 + 4 + 1)19 = (21)10

et
11110 = (16 + 8 + 4 + 2)19 = (30)10.

En additionnant les nombres décimaux, on obtient 51. Le résultat binaire traduit
en nombre décimal est

110011 = (32 + 16 4 2 + 1)19 = (51)10.

Ainsi, une addition procéde par le méme principe en base 2 qu’en base 10,
et on obtient le méme résultat, a une traduction pres. Toutefois, 'utilisation de
la base binaire assure que les chiffres utilisés soient les éléments de E = {0,1}.
Ainsi, il est possible d’appliquer des fonctions booléennes sur ces chiffres. Ceci
mene au prochain chapitre, dans lequel est développé un additionneur de nombre
binaire défini avec des fonctions booléennes.

4 Addition binaire

4.1 Définitions

Avant de décrire I’addition binaire en fonctions booléennes, on va définir ’addi-
tion binaire.

Définition 4.1. Une addition binaire est une addition en base 2 de deux
nombres, soit x et y, chacun formé de n + 1 chiffres issus de £ = {0,1}. La
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longueur n + 1 est sans perte de généralité, car on accepterait qu’un nombre
commence avec des 0. Les retenues de I’addition sont notées rj. La k°™¢ retenue
est la retenue de I'addition a la position k — 1. Il y a des retenues de la position
1 a la position n + 2. La somme de ’addition est de longueur maximale n + 2,
allant de la position 0 a la position n + 1.

Remarque 4.2. On peut illustrer les termes des positions de I’addition binaire a
2 nombres, chacun de position au plus n, comme dans la Table |§| suivante. Ces
mémes termes seront réutilisés plus tard.

Tn+1 Tn T T2 T1
Iy .. X9 X1 X
+ Yn -+ Y2 Y1 Yo
Sn+1 Sn N S92 S1 S0

TABLE 9: Les termes des positions de I’addition binaire a 2 nombres de longueurs
n.

4.2 Position de ’unité

Le premier objectif est de trouver une fonction booléenne qui imite 1'addition
a la position des unités. Toutefois, comme on peut le voir dans I'exemple de
la Table |7] il est possible qu'une addition unitaire renvoie 2 chiffres. Or, une
fonction booléenne telle que définie dans cet article ne peut renvoyer qu’une
valeur. Il faudra donc deux fonctions : une qui renvoie la valeur unitaire, et ’autre
qui renvoie la retenue de laddition. Evaluons les résultats possibles d’addition
unitaire afin de construire ces fonctions booléennes.

S0 0
0 O
1 1

O V|~

TABLE 10: Valeurs de l'unité (so) suite a Paddition binaire unitaire.

1

1
0
1

[eoBN an ) New)

1

TABLE 11: Valeurs de la retenue (r;) suite a I’addition binaire unitaire.

Les fonctions booléennes liées a ces résultats sont facilement identifiables.

Proposition 4.3. Supposons une addition unitaire binaire v +y = s. Soit
xo € E la valeur d la position des unités du premier nombre de l'addition et
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Yo € E la valeur da la position des unités du deuxieme nombre de ’addition. La
valeur a la position des unités de la somme est donnée par sg, définie :

so: EXE — E
(ro,%0) — oD Yo

Proposition 4.4. Supposons une addition unitaire binaire x + y = s. Soit
xo € E la valeur d la position des unités du premier nombre de l’addition et
Yo € F la valeur a la position des unités du deuxiéme nombre de l'addition. La
valeur de la retenue d la position des dizaines de l’addition est donnée par rq,

définie :

rm: ExFE — FE
(zo,%0) = ToA%Yo

En résumé, la retenue qui sera utilisée a la position des dizaines dans 1’addi-
tion est donnée par la fonction 71 et la valeur de I'unité de la somme est donnée
par so.

4.3 Position supérieure

On va maintenant chercher & déterminer deux fonctions : une qui renvoie s et
I’autre qui renvoie ro. On va ensuite les généraliser.

La différence entre la somme de la position des dizaines et la somme a la
position des unités, c’est que dans ’addition de la dizaine, on doit additionner
la retenue. On cherche donc des fonctions booléennes de degré 3.

Prenons tous les cas possibles de valeurs des dizaines (z; et y;) et de la
retenue (r1) et regardons les valeurs des dizaines de la somme (s;) qui en résulte.

T 1 U 51
0 0 0 0
0 O 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

TABLE 12: Tables de valeurs de la position des dizaines (r1, 1, y1 et s1) dans
I’addition binaire.

Comme on peut le constater dans la Table la valeur & la position des
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dizaines de la somme est 1 lorsque :

yy=1letr =2z =0,
ouxy=1letr, =1y =0,
oury =1etx; =1y =0,

ouri=z1 =1y =1

On se rappelle qu’on peut transformer les « et » et les « ou » en forme logique.
Ainsi, comme on vient d’exprimer la fonction logique sous forme de mot, il serait
possible de la réécrire sous forme de fonction booléenne, comme ceci :

S1 = (—|T1 VAR ATAY yl) vV (—|7“1 ANx1 N —\yl) vV (?”1 Az N\ —|y1) \Y (7“1 ANx1 N\ yl) (1)

Toutefois, on peut réfléchir & comment pré-simplifier cette fonction, en utili-
sant un fait qu’on connait déja : la somme unitaire binaire a 2 termes est déja
définie :

S0 =20 D Yo

Comme on ne cherche que les unités (c’est-a-dire pas la retenue), si on pre-
nait 'opération @ (Ou exclusif), qu’on applique sur y; et xj, puis qu’on ré-
applique sur ce résultat avec la retenue rqi, cela fonctionnerait-il? Autrement
dit, on connait l'addition a 2 termes. On cherche a prendre le résultat de cette
addition et on refait une addition a 2 termes. Voici la formule présentée :

si=(@1@y)dnr (2)

Vérifions si cette formule renvoie les mémes valeurs que I'addition a laquelle
on s’attend, c’est-a-dire que les Equations|l|et [2|sont équivalentes.

mox 1 1@y (1 ®y) B s
0O 0 O 0 0 0
0 O 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 O 0 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1

TABLE 13: Tables de valeurs de la position des dizaines (71, 1, y1, s1 et (z1 ®
y1) @ r1) dans laddition binaire.

On voit qu’on obtient exactement les mémes valeurs avec les deux fonctions
booléennes. Ces fonctions sont donc équivalentes.

Afin de généraliser le résultat, il est possible de pointer que ’addition & 3
termes se fasse sous les mémes régles a la position des dizaines ou a la position
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des centaines. Les seules positions qui ne respectent pas ces regles sont la position
des unités, car elle n’a pas de retenue a prendre en compte, et la position n + 1,
car il ne reste que la retenue. Ceci permet la proposition suivante, qui généralise
la somme sans retenue a chaque position de I’addition binaire.

Proposition 4.5. Supposons une addition binaire x+y = s. Soiti € 1,2, ..., n
et soient :
r; € B la valeur d la i®™ position du 1" nombre de l’addition (x),
yi € E la valeur d la i°™¢ position du 2°™° nombre de l'addition (y) et
r; € B la valeur a la i™ position des retenues de laddition binaire.

La valeur a la i°™ position de la somme de l'addition est donnée par s;,
définie :

Siy ic{1,2,.n): EXEXE — E
(i yiyri) — (v, DY) D1y

Approchons d’'un autre angle la retenue. On a précédemment comparé les
tables de valeurs de deux fonctions afin d’en déduire I’équivalence. Plus loin, on
utilisera plut6t le principe de simplification pour déduire ’équivalence.

Ainsi, considérons la retenue & la position 2 (qui sera ensuite généralisée).
De méme qu’a la recherche de la fonction de la somme, on va commencer par
regarder les valeurs possibles de 9. Prenons tous les cas possibles de valeurs des
dizaines (x1 et y1) et de la retenue a la position des dizaines (r1) et regardons
le résultat attendu de la retenue (r3).

<
=

8
—
<
=

<
S

il e e i en B en B e B @)
_ = OO OO = FEOO
_— O R O R OO
— Ok, O OO

TABLE 14: Tables de valeurs de la position des dizaines et de la retenue des
centaines (r1, x1, y1 et ro) dans I'addition binaire.

Il y a une retenue quand au moins 2 des trois valeurs sont 1. C’est normal,
puisque pour changer de position, la somme doit étre d’au moins 2. Voyons tous
les cas possibles explicitement.
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La retenue de la position supérieure (r3) est 1 lorsque

y1=x1=1et ry =0,
ouzxy =11 =1ety; =0,
oury =y; =1etz; =0,

oury =x; =y = 1.
Changeons ces cas en fonction booléenne.
ro = (7“1 VANV ATAN yl) V (—|T’1 ANx1 N\ yl) V (7“1 ANx1 N\ —|y1) V (7”1 ANx1 N\ yl)

Maintenant, simplifions cette équation en détail, afin de voir un processus de
simplification, en utilisant les propriétés énumérées a la Section

rg = (7"1 /\—|a;1/\y1)v(ﬂr1/\x1/\y1) \/(7’1 /\xl/\ﬂyl) \/(7’1 /\xl/\yl)

= ((7“1 A —|l'1) V (—|7‘1 A {L‘1)> A yl} V (7“1 VAN A TAN yl) V (7“1 VAN A A —|y1)

= ((7‘1 AN —\xl) V (—\7‘1 A xl) Vv (Tl A\ $1)> A yl] V (Tl VA ATAN —\yl)

= ((T’l AN —|33'1) V ((—\7’1 V 7"1) AN x1)> A yl] V (7“1 ANx1 N\ —\yl)

= ((7“1 A\ —|$1) V 1‘1) A yl] V (’1"1 VA ATA —|y1)

= -((7“1 V) A(mxr Vo)) A yl} Vi (ri Az A—yr)

= (7’1 V .’L’l) A y1:| V (T‘l VA ATVAY —|y1)

= (7“1 A yl) V (xl A yl)] V (7"1 VA ATVAY —|y1)

= (ri1Ay1)V :96‘1 A ((3/1 V(ry A —%))]

=(riAy1)V -1’1 A ((yl V) Ay Vv _‘yl))]

= (7"1 AN yl) V _J}l A\ (y1 V 7“1)}

=(riAy)V(z1 Ay1) V(21 A1)

La comparaison de la table des valeurs de la formule initiale et de celle qui est
simplifiée est inutile, car la simplification ne change pas les résultats. L’équation
a passé d’une formule plutét rébarbative & une forme dont on peut tirer une
certaine logique. Intuitivement, le nouveau résultat propose que des qu’il y a
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une paire dont les termes valent tous les deux 1, alors il y a une retenue. Le
résultat a du sens. D’ailleurs, on peut comprendre qu’il n’est pas nécessaire non
plus de connaitre la valeur du 3e terme, car il n’affectera pas la retenue si deux
termes valent déja 1.

Il est important de noter que la régle de retenue est respectée pour toutes
positions sauf la position 1. Ceci inclut la position r,1. On peut donc généraliser
la fonction de retenue trouvée précédemment aux positions ¢, 7 allant de 1 a n+1.

Proposition 4.6. Supposons une addition binaire x+y = s. Soiti € 1,2, ..., n

et soit :
x; € E  la valeur d la i°™¢ positions du 1" nombre de l’addition (x),

yi € B la valeur a la i°™ position du 2°™¢ nombre de l'addition (y) et
ri € E la valeur & la i°™ position des retenues de l'addition binaire.
La valeur d la (i + 1)°™¢ retenue de l'addition est donnée par rii1, défini :

Ti+1; ie{1,2,....,n—1} * ExXExXE — FE
(@i, yisri) = (ri Nya) V(@i Ay) V(2 Ag)

Comme a la position n+ 1 il n’y a pas de valeur de x et y, s,,+1 devient 7,41
dans ’addition.

5 Conclusion

Il a été vu quelques théories de 'algébre booléenne, notamment les fonctions
booléennes de base ET, OU, NON, SSI et XOU, et leur simplification. Aussi,
on a vu le principe de nombres binaires, les bases de nombre et ’addition boo-
léenne sur les nombres binaires. Les formules pour chaque position de la retenue
de l’addition binaire ainsi que la somme ont été construites avec les fonctions
booléennes de base.

Pour résumé toutes les fonctions construites, on peut les rassembler les fonc-
tions de retenues et de sommes a chaque position dans le schéma de 1'addition
binaire a n position suivant :

Tntl  Tno ottt T2 Tl
In N i) I i)

+ Yn -+ Y2 Y1 Yo
Sn+1 Sn e 59 S1 S0

ou z; est la valeur a la ¢*™¢ position du nombre = écrit sous forme binaire

(i€{0,1,2, ...,n}), y; est la valeur & la i®° position du nombre y écrit sous
forme binaire (i € {0, 1,2, ..., n}),
i D Yi, sit=0
si=(x;@y;)dry, siie{l,2, ...,n} et

Ti, sit=n+1
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i N\ Yi, sii=1
T =
’ (ri Nyi) V(i ANyi) V(i Ari), siie {2, ...,n+1}.
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