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RESUME Nous proposons une approche élémentaire aux crochets de Poisson
sur certaines variétés de caractéres de surfaces. L’outil fondamental est le
crochet de Goldman défini sur les classes d’homotopie libres de courbes sur
une surface.

1 Introduction

La mécanique hamiltonienne, introduite au 19éme siecle par W.R. Hamilton,
est une maniere de reformuler les lois de la physique newtonnienne ou l’objet
fondamental est la fonction d’énergie totale H, appelée hamiltonien. Notons par
X lespace des phases, qui est ’espace de toutes les configurations possibles d’un
systeme physique. Chaque point x € X contient I'information de la position
et de la vitesse de chaque particule dans le systeme. On appelle une fonction
lisse f : X — R une observable, et on note I’ensemble des observables par
C*(X). Le hamiltonien H : X — R est donc un exemple d’observable. Un
objet algébrique fondamental, le crochet de Poisson {-,-} : C°(X) x C*°(X) —
C*°(X), permet d’écrire toutes les équations du mouvement de maniére unifiée.
Pour n’importe quelle observable f € C°°(X) qui ne dépend pas explicitement
du temps, I’évolution de la quantité f en fonction du temps est déterminée par
I’équation différentielle

df

Plus généralement, une variété de Poisson est une variété X dont ’algebre
de fonctions réelles C*°(X) est munie d’un crochet de Poisson {-,-}. Un systéme
dynamique hamiltonien est un systéme dynamique sur une variété de Poisson
défini par un hamiltonien H et I’équation de Hamilton (1).

Dans son article de 1986 [Gol86], Goldman a défini une structure de variété
de Poisson sur la variété de caractéres du groupe fondamental d’une surface vers
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2 Algebres de Poisson et courbes sur les surfaces

f)

FIGURE 1 : Le « twist » d’une surface le long d’une courbe simple fermée.

un groupe de Lie. Etant donné une surface topologique ¥ et un groupe de Lie
G, la variété de caractéres associée est la variété algébrique

x(I',G) := Hom(I',G)/ /G,

oul' = m(X) et G agit par conjugaison sur Hom(I',G). La double barre // repré-
sente le « quotient GIT », un type de quotient spécial qui permet de s’assurer que
le quotient d’une variété algébrique par une action de groupe est toujours une
variété algébrique[Dol03], mais la définition usuelle du quotient sera suffisante
dans cet article.

Le crochet de Poisson sur ’espace des fonctions de la variété des caracteéres
d’une surface contient beaucoup d’information géométrique. Par exemple, si le
groupe de Lie d’arrivée est le groupe SL(2,R), une des composantes de ’espace
des représentations x(m1(X),SL(2,R)) s’interprete comme ’espace des métriques
hyperboliques sur Y. Si 'on pose comme hamiltonien H une fonction de lon-
gueur, c’est-a-dire une fonction ¢, : x(m(2),SL(2,R)) — R qui associe & une
courbe fermée simple v sa longueur ¢, (p) dans la métrique associée a p, alors le
flot associé est donné par un « twist » le long de ~y, une opération qui garde la
longueur de cette courbe invariante et « tourne » une moitié de la surface par
rapport a lautre (Figure 1).

Dans le méme article, Goldman établit une formule pour le crochet de Pois-
son entre deux fonctions de trace, c’est-a-dire des fonctions qui associent a un
homomorphisme p la trace de la matrice p(y) pour un v € I fixé. Cette formule
est une somme sur les points d’intersection entre les lacets qui définissent les
fonctions de trace. Cette formule a inspiré la définition d’un crochet de Lie sur
I’espace des classes d’homotopie libres de courbes sur une surface appelé crochet
de Goldman. Ce crochet de Lie est d’intérét indépendant et a été étudié dans
plusieurs articles récents [Tur91, Cha04, Chalb, CK10].

Dans cet article, nous proposons une approche élémentaire a 1’étude des
crochets de Poisson sur les variétés de caractéres pour les groupes SL(2,C) et
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GL(2,C) basée sur la définition du crochet de Goldman. Nous utiliserons la
formule de Goldman pour définir un crochet sur les algebres de fonctions des
variétés de caracteres, et démontrerons qu’il s’agit bien d’un crochet de Poisson.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2, on décrira le groupe fon-
damental d’une surface et on abordera les notions d’homotopies et de conjugaison
de courbes sur des surfaces. Ensuite, dans la troisieme section, on présentera un
objet central a notre article, soit le crochet de Goldman. Par la suite, la section 4
visera a présenter la notion d’algebres de fonctions polynomiales sur une variété
algébrique et ’espace vectoriel du produit tensoriel ainsi qu'un lien important
entre ceux-ci donnée par la proposition 4.5. La section 4.1 abordera l’espace
des homomorphismes entre un groupe de présentation fini et certains groupes
algébriques d’intérét puis les variétés de caractéres correspondant a cet espace
d’homomorphisme quotienté par le groupe. La section 4.2 présentera quant a elle
certaines identités de trace se montrant utiles dans des calculs et des démonstra-
tions de cet article. Pour continuer, la cinquiéme section visera a démontrer deux
théoremes portant sur des isomorphismes concernant la variété de caracteres sur
le groupe GL(2,C) et I’espace des fonctions polynomiales sur cette variété de ca-
racteres. Pour ce faire, la section 5.1 présentera ’action du groupe x(I',{—1,1})
ainsi que la définition d’une algebre de fonctions G-invariantes. Dans la partie
5.2, on démontrera deux théorémes importants. Puis la section 6 portera sur
les crochets de Poisson qui ont un lien étroit avec le crochet de Goldman. Les
sections 6.1, 6.2 et 6.3 viseront a montrer que le crochet de Goldman permet de
définir un crochet de Poisson sur trois espaces.

2 Groupe fondamental

Soit X un espace topologique. Dans cet article, la plupart des espaces topolo-
giques que nous étudierons seront des surfaces. Les exemples principaux seront
le tore a un trou et la spheére a trois trous.

Définition 2.1. On appelle lacet sur X toute application continue ~ : [0,1] —
X telle que v(0) = (1). Un lacet est donc un chemin fermé sur X. Notons par
£(X,x0) Pensemble des lacets sur X tels que v(0) = v(1) = . On dit alors que
7 est basé en xg.

Définition 2.2. Soient 71, 72 deux chemins sur X tels que v;(1) = 72(0). La
concaténation de 1 et 9, notée y1y2, est le chemin défini par

~v1(2t) sit € 0,%
) =
(n72)(0) w@t—1) sit e [L1].

On peut interpréter ceci comme étant le chemin suivant - et ensuite 7s.

Définition 2.3. Deux lacets 71, 72 : [0,1] — X basés en z¢ sont homotopes s’il
existe une application continue h : [0,1] x [0,1] — X telle que
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(a) Lacets homotopes (b) Lacets librement homotopes

FIGURE 2 : Les deux notions d’homotopie entre deux lacets

L. h(t,0) = 7 (t) Vt € [0,1];
2. h(t,1) = 2(t) Vt € [0,1];
3. h(0,s) = h(1,s) =z Vs € [0,1].

Ainsi, deux lacets sont homotopes si on peut déformer I'un de maniére continue
a lautre, et on appelle 'application h une homotopie basée en xg. On dit que
deux lacets respectivement basés en xy et yg sont librement homotopes si la
condition 3 est oubliée.

Exemple 2.4. On voit aux figures 2a et 2b respectivement un exemple d’une
paire de lacets homotopes et d’une paire de lacets librement homotopes sur la
spheére a cinq trous.

Définition 2.5. L’ensemble £(X,z¢)/ ~ muni de 'opération de concaténation,
ou la relation d’équivalence est celle d’homotopie basée en xg, forme un groupe,
nommé le groupe fondamental de X basé en xy. On le note 71 (X,z0).

Si X est connexe par arcs, alors 71 (X,z¢) = 71(X,y0). Alors on parle simple-
ment de groupe fondamental et on le note simplement 71 (X).

Définition 2.6. Deux lacets 1 et o sont conjugués si 3 v € m(X) tel que
v =7y2y" ! ot y7! est le lacet  parcouru dans le sens contraire.

Notons par 7 ’ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamental
7m1(X). La figure 2b peut étre interprétée comme montrant deux représentants
d’une classe de conjugaison de 71(X), tel que nous le comprendrons plus tard
dans le théoreme 2.8.

Les définitions suivantes vont nous permettre d’étudier les courbes sur des
surfaces plus aisément.

Définition 2.7. Un groupe libre engendré par g générateurs se note Fy; =
(a1,a2,...,a4). Ses éléments sont des mots réduits de I’alphabet

-1 -1 -1
a1,0a2,...,0q,01 , 09 ,...,ag

et Vopération de groupe est la concaténation. Un mot réduit est un mot ne
contenant pas un générateur et son inverse cote a cote. Par exemple, asag 3@21
est un élément de Fis.
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(a) Générateurs du tore & un trou (b) Générateurs de la sphere a trois trous

FIGURE 3 : Générateurs sur deux surfaces

Si ¥ est une surface orientable avec au moins un bord, alors son groupe
fondamental est libre a n générateurs o n = 2g + b — 1. Ici, g est le genre de
la surface ¥ et b est son nombre de bords[Chal5]. Ainsi, comme le tore & un
trou a un bord et un genre et que la sphere a trois trous a trois bords et aucun
genre, leur groupe fondamental est libre. En fait, pour ces deux surfaces, leur
groupe fondamental est F» = (a,b). Les surfaces avec leurs générateurs a et b
sont présentées a la figure 3.

Théoréme 2.8. [Chal5, Corollaire 2.1] Soit ¥ une surface connexe. Alors,
il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’homotopie libres des courbes
orientées sur X et les éléments de 7.

Enfin, on note par Cr le C-espace vectoriel des combinaisons linéaires d’élé-
ments de 7. Par exemple, sur le tore & un trou, (2 + i)ab — 4b~! + 5ia®b est
un élément de C[r] ot ab,b~! et ab sont ici des représentants de leur classe de
conjugaison.

3 Crochet de Goldman

Dans cette section, nous définirons un crochet de Lie sur Cm qui a été défini en
1986 par W. Goldman [Gol86].

Notons qu’a partir d’ici, lorsque nous parlerons d’une courbe =, le symbole
v représentera en fait une classe de conjugaison (donc une classe d’homotopie
libre) dans 7.

Définition 3.1. Une algébre de Lie A est un espace vectoriel g sur un corps k
muni d’une opération appelée crochet de Lie [-,/] : g X g — g qui est bilinéaire,
antisymétrique, vérifie que V x € A, [z,z] = 0, et satisfait I'identité de Jacobi,
soit que V z,y,z € A, [z,[y,2]] + [y,[2,2]] + [2,[z,y]] = 0.

Définition 3.2. Le crochet de Goldman orienté est le crochet de Lie [-,] :
Crm x Cm — Cr défini par

[(Y1,72] = Z si-(m "pi V2)-
pi€Y1MY2



6 Algebres de Poisson et courbes sur les surfaces

(b) Point d’intersection triple trans-
(a) Un point d’intersection triple entre formé en trois points d’intersection
trois segments de courbes doubles apres homotopie

FIGURE 4 : Points d’intersection triple

s

(¢) Le point de tangence
(a) Point d’intersection (b) Point ot deux courbes  en (b) disparait aprés une
transversal double sont tangentes homotopie

FIGURE 5 : Transversalité et tangence

Ici, les p; désignent les points d’intersection doubles transversaux entre des re-
présentants de ; et o, c’est-a-dire les points d’intersection tels que les courbes
ne sont pas tangentes en ces points et ne passent qu'une fois par ces points,
signifiant qu’il n’y a pas de point correspondant a l'intersection de plus de deux
segments de courbes. Ce dernier fait est toujours possible car on peut appli-
quer une homotopie sur les courbes afin que les points d’intersection entre deux
courbes ne correspondent qu’a Uintersection de deux segments de courbes (par
exemple voir la figure 4 pour transformer un point transversal de triple intersec-
tion en points transversaux de double intersection). Notons qu’on peut toujours
appliquer une homotopie sur 7y; et 49 pour qu’ils ne contiennent que des points
d’intersection transversaux doubles (voir les figures 4 et 5). Aussi, v1 -p, V2 si-
gnifie la concaténation de v, et v au point p;. Enfin, le signe s; vaut +1 si
les vecteurs tangents aux chemins y; et 72 en p; forment une base orientée de
lespace tangent a la surface en p;, et —1 sinon (voir figure 9).

L’espace vectoriel Cm muni du crochet de Goldman orienté forme une algebre
de Lie [Gol86].

Exemple 3.3. Calculons le crochet de Goldman orienté sur le tore a un trou
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(b) Courbe ab résultant de la
(a) Point d’intersection entre les concaténation au point d’intersec-
courbes a et b tion

FIGURE 6 : Crochet de Goldman orienté des courbes a et b sur le tore & un trou

entre les courbes a et b. On obtient que
[a,b] = ab.
Cet exemple est présenté sur la figure 6.

Exemple 3.4. Calculons le crochet de Goldman orienté sur la sphere a trois
trous entre les courbes a?b et ab~!. On trouve que

[a®b,ab™ 1] = —a®bab™! 4 aba?*b~ L.
Ce résultat se visualise sur la figure 7.

On peut également définir un crochet de Goldman non orienté. On note par
C7 I'ensemble Cr/ ~ oit v ~ vy~ 1, et par 7 la classe d’équivalence d’un élément
v € Cr dans C7. Le crochet tel qu’énoncé ci-dessous est alors bien défini et
satisfait aux axiomes d’un crochet de Lie.

Définition 3.5. Le crochet de Goldman non orienté, également noté [-,-] :
Cw x C7 — C7, est défini comme

[ﬂ)%} = Z Si - (71 pi Y2 — V1 °p; 751)
Pi€Y1MY2

ou s; est le facteur £1 désignant I'orientation au point p; entre les représentants
7 et ye.

Muni du crochet de Goldman non-orienté, C7 est aussi une algebre de Lie.

Exemple 3.6. Reprenons l'exemple 3.3 mais cette fois-ci pour le calcul du
crochet de Goldman non orienté. On a

[@,b] = ab— ab~1.

La figure 8 présente la courbe supplémentaire ab~! qui n’était pas présente dans
la figure 6.
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(b) Courbe résultante a?bab=! de la
(a) Points d’intersections entre les concaténation au premier point d’inter-
courbes a?b et ab™? section

(c) Courbe résultante aba?b=! de la
concaténation au second point d’inter-
section

FIGURE 7 : Crochet de Goldman orienté des courbes a?b et ab~! sur la sphére
a trois trous

FIGURE 8 : Courbe ab™!
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72 5
pi
gil
(a) Point d’intersection entre ~y; et o (b) Point d’intersection entre v; et 5 *

FIGURE 9 : Un point d’intersection entre vy et y2 ou vy ! et son signe associé

Lemme 3.7. Il existe un représentant de 72—1 tel que les points d’intersection
entre v, et yo sont les mémes que ceux entre y; et 72_1. De plus, le signe s; associé
au point d’intersection p; dans le crochet [y1,72] est opposé a celui associé au
terme correspondant dans [y1,y5 "]

Démonstration. 11 suffit de considérer le méme représentant de la classe de ¥
mais parcouru dans le sens inverse. Comme on peut le constater sur la figure
9, le fait de parcourir v en sens inverse permet de conserver les mémes points
d’intersection mais modifie 'orientation a ce point. O

Théoréeme 3.8. Soient 71,73 € C7. Alors,

[ﬁa%} = [71772] + [71772_1]

Démonstration.
= Y, sicnpre—1mpm)
Pi€Y1MNY2
_ 1
= Z Si Y1 p Y2+ Z (—5i) 71 p; Vo~ par le lemme 3.7
i€y pi€NMY; !
= [v1,72] + [71,7{1] par le lemme 3.7 n

4 Algebres et variétés

Définition 4.1. Une algebre A sur un corps commutatif k, ou k-algebre, est
une structure algébrique (A, +, -, X) telle que :

1. (A, +,-) est un espace vectoriel sur k;
2. la loi x est définie de A x A dans A (loi de composition interne);

3. la loi x est bilinéaire.
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Avant d’aborder le concept de variété de caracteres, on doit considérer celui
de variétés algébriques affines. Une variété algébrique affine est un sous-ensemble
de C™ défini par les zéros d’un ou plusieurs polynémes (dans cet article, toutes
les variétés algébriques considérées seront affines). Par exemple, SL(2,C) est une
variété algébrique de C* étant donné que ce groupe est formé des matrices de la

forme (CI Z satisfaisant I’équation ad — bc — 1 = 0.

Le groupe GL(n,C) peut également étre muni de la structure d’une variété
algébrique dans cv+l Maty, xn(C) x C définie par les zéros du polynome
p(M,z) = det(M) - z — 1. Nous donnons ci-dessous des définitions de géométrie
algébrique qui seront utiles dans cet article (pour plus de détails voir par exemple
[Bum98, Shal3]).

Définition 4.2. Soit V une variété algébrique dans C" définie par les poly-
nomes p1, ... ,pr. Son algébre de fonctions polynomiales, notée C[V], est 'algebre
quotient

(C[Jn, R ,mn]/(pb oDr)

ou (p1,...,pr) est I'idéal engendré par les r polynémes p;.

Une application polynomiale f : V — U entre deux variétés algébriques af-
fines est la restriction d’une application polyndmiale entre leurs espaces affines
ambiants. Une application polynomiale induit un homomorphisme f* : C[U] —
C[V] entre leurs algebres de fonctions par précomposition. Deux variétés algé-
briques sont isomorphes s’il existe une application polynomiale d’inverse poly-
nomiale entre les deux. Dans ce cas, leurs algebres de fonctions sont isomorphes.

Définition 4.3. Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un corps commutatif
k. Il existe un espace vectoriel appelé le produit tensoriel de E et F, noté E® F,
et une application bilinéaire ¢ : E x F' — E ® F définie par ¢(z,y) =z Q@ y et
ayant la propriété universelle suivante : pour tout espace vectoriel G sur k et
pour toute application bilinéaire g : £ x F' — G, il existe une unique application
linéaire g : £ ® F' — G telle que g = g o ¢.

Si E et F' sont munis d’une structure d’algebre, alors £ ® F est également
une algebre lorsque munie du produit (x1 ® y1)(22 @ y2) = (z122) @ (Y1y2).

Exemple 4.4. Considérons le produit tensoriel de I'espace vectoriel R? avec

lui-méme. Ainsi, un élément (Z) ® (C

d

o) 6) =) 3] ) () o () o) )= )

On en déduit que R? ® R? =2 R* avec la base donnée par e; ® €j.

) de R? ® R? peut s’écrire comme suit :

Soient V73 C C™ et Vo C C™ deux variétés algébriques affines. Alors, leur
produit V4 x V5 est naturellement une variété algébrique affine dans C"*™.
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Proposition 4.5 ([Bum98, Théoreme 4.19]). L’algébre des fonctions polyno-
miales d’un produit de variétés est donnée par le produit tensoriel :

(C[Vl X VQ] = (C[Vl] X C[Vz]
L’isomorphisme est donné par la formule

(f @ g)(u,w) = f(u)g(v).
4.1 Variété de caracteres

Définition 4.6. Un groupe de présentation finie I' est un quotient d’un groupe
libre Fy; par un sous-groupe distingué engendré par un nombre fini d’éléments.
On note

F'=(s1,....,89 |1 =1,...,rn=1) = (s1,...,8¢)/(r1,. .. Tn),
ou r; sont des mots dans les lettres s;.

Soit I' un groupe de présentation finie. L’ensemble des homomorphismes
de T" vers un groupe algébrique G, noté Hom(I',G), est également une variété
algébrique (voir par exemple [Dol03]). Ses éléments sont des homomorphismes
qui sont chacun définis uniquement par I'image des générateurs de I'. Au cours
de cet article, nous nous concentrerons sur les groupes algébriques suivants :
SL(2,C), GL(2,C) et GL(1,C).

On définit la variété de caracteres de I" vers G par x(I',G) := Hom(T",G)/G,
c’est-a-dire que deux homomorphismes p et p’ sont en relation si et seulement si
il existe un élément g € G tel que p(v) = gp'(v)g~!, ¥y €T.

Définition 4.7. Soit v € I" un élément quelconque et G un groupe algébrique
de matrices. On définit les fonctions tr-, det, : x(I',G) — C par tr.,(p) = tr(p(7))

et det,(p) = det(p(7)).

Pour I' = F, et G = SL(2,C), la variété de caractéres a une description
particulierement simple donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.8 ([Gol09]). En tant que variétés algébriques, x(F2,SL(2,C)) =
C3. L’isomorphisme est donné par Uapplication ¢ : x(Fz,SL(2,C)) — C? définie
par ¢(p) = (tra(p),tro(p) trap(p))"-

Théoréme 4.9. En tant que variétés algébriques, x(F»,GL(2,C)) = C3 x
(C*)2/ ~ (voir par evemple [FL12]). On peut utiliser les coordonnées v =

trg, y = tryp, 2 = tryp, u = det, et v = dety. Dans ce cas, la relation d’équivalence
~ est donnée par :

($7y7zauav) ~ (_xaya — X, u?”) ~ (xa - Y, = 2ZU, = U) ~ (—$, — Y2 — U, — ’U).
Plus généralement, on a le théoreme suivant.

Théoréme 4.10 ([DCP17]). Les algébres des fonctions polynomiales sur les
variétés de caractéres x(I',SL(n,C)) et x(I',GL(n,C)) sont engendrées par l’en-
semble des fonctions de trace tr,.
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4.2 Identités de traces

Le théoreme 4.10 présente I'importance que prennent les fonctions de trace.
Ainsi, présentons ici quelques identités et formules de traces de matrices qui
nous serons utiles.

Rappelons d’abord que la fonction de trace est invariante par conjugaison,
c’est-a-dire que tr(MAM ™) = tr(A). De plus, V A,B € Mat,»,(C), on a que
tr(AB) = tr(BA).

Théoréme 4.11 (Théoreme de Cayley-Hamilton). Soit A € Mat,,«xn(C) et soit
p(X)=X"+c, 1 X" P+, +ca1X +co, ¢; €C, son polynéme caractéristique.
Alors, p(A) = Opxn-

Au cours de cet article, nous nous intéresserons principalement aux matrices
carrées de dimension deux. Nous considérerons surtout les deux groupes de ma-
trices suivants, dont le premier est inclus dans le second : SL(2,C) = {A €
Matax2(C) | det(A) = 1} et GL(2,C) = {A € Matax2(C) | det(A) # 0}. Ces
groupes sont appelés respectivement le groupe spécial linéaire et le groupe gé-
néral linéaire. De plus, nous utiliserons le groupe GL(1,C) = C*.

Corollaire 4.12. Soit A € Matayxo(C). Alors, A2 — tr(A)A + det(A)I = 0.

Démonstration. Le polyndme caractéristique de A est donné par :

a— A\ b

p(\) = det(A — AI) = 4oy

‘ =X\ — (a+d)\+ ad — be
= A2 — tr(A)\ + det(A)L
Ainsi, par le théoréme 4.11, on a la conclusion souhaitée. O
Le corollaire 4.12 permet alors de prouver le résultat suivant.
Théoréme 4.13 (Identité de base). Soient A,B € GL(2,C). Alors,
tr(A)tr(B) = tr(AB) + det(A)tr(A™'B).
Démonstration. A partir du corollaire 4.12, on a

0=A% —tr(A)A + det(A)I
= (BA Y (A? — tr(A)A + det(A))
= BA — tr(A)B + det(A)BA™!
= 0 = tr(BA) — tr(A)tr(B) + det(A)tr(BA™!)

d’ott tr(A)tr(B) = tr(AB) + det(A)tr(A~1B). O

Cette identité permet de simplifier les calculs de traces et sera amplement
utilisée plus tard dans des preuves.
Voici un exemple d’une autre identité pouvant étre déduite du corollaire 4.12.



B.Ouimette et C.Guillemette 13
Exemple 4.14.

A? —tr(A)A 4 det(A) = 0 = (A% — tr(A)A + det(A))B =
= A’B —tr(A)AB + det(A)B
= tr(A?B) — tr(A)tr(AB) + det(A ) r(B) = tr(0)
= tr(A?B) = tr(A)tr(AB) — det(A)tr(B)

Remarquons que lorsqu’on travaille avec des matrices de SL(2,C), les identi-
tés sont largement simplifiées car les déterminants valent un.

5 Variété de caracteres GL(2,C)

Le but de cette section est d’établir un lien entre les variétés de caracteéres dans
les groupes SL(2,C), C*, {-1,1} et GL(2,C). Nous allons d’abord montrer le
théoreme qui suit :

Théoréme 5.1. Soit I' = m1(X) le groupe fondamental d’une surface. Alors,
Nous en déduirons ensuite le théoreme suivant :

Théoréme 5.2. Soit I' = m1(X) le groupe fondamental d’une surface. Alors,
C[x(T',GL(2,C))] 2 (C[x(T,C")] ® C[x(I,SL(2,C))])xT{=111),

Les prochaines sous-sections vont fournir les outils permettant de démontrer
ces théoremes.

5.1 Action de groupe de x(I',{—1,1})

L’intuition derriere le théoreme 5.1 vient du fait qu’une matrice de GL(2,C)
peut s’écrire comme une matrice de SL(2,C) multipliée par la racine de son dé-
terminant, car pour M une matrice 2 x 2 et k un scalaire, det(kM) = k2det(M).
Cependant, comme il y a deux choix de racines pour le déterminant, on doit
d’abord aborder les homomorphismes de I' vers le groupe multiplicatif {—1,1},
noté Hom(I"',{—1,1}). Cet ensemble est en fait un groupe multiplicatif pour 'opé-
ration (a * b)(w) = a(w) * b(w).

On peut prouver aisément que Hom(I',{—1,1}) = x(T',{—1,1}) puisque pour
B € Hom(I,{-1,1})etw € T, (2827 1) (w) = 28(w)z~! = 2271 3(w) = B(w) Vz €
C*. Ainsi, chaque classe d’équivalence de x(I",{—1,1}) ne contient qu’un seul re-
présentant.

On souhaite étudier 'action du groupe x(F»,{—1,1}) sur les variétés x(F»,C*),
X (F»,SL(2,C)) et x(F»,C*) x x(F2,SL(2,C)). Pour ce faire, définissons d’abord
ce qu’est une action de groupe a gauche.

Définition 5.3. Soit G un groupe et X un ensemble. Alors, 'opérateur * :
G x X — X est une action de groupe & gauche sur X si :
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1. g1 *x(g2*x) = (q1g2) *x V g1,90 € G,V x € X ;
2. exx=xVx € X, oue est ’élément neutre de G.

On dit que G agit sur X.

Il y a plusieurs maniéres de définir des actions de groupes a partir d’actions
connues.

e Si G agit sur un ensemble S, alors il agit aussi sur n’importe quel ensemble
de fonctions Fon(S,T), pour T un ensemble quelconque. L’action est définie
par (Bx f)(s) := f(B~'xs). Par exemple, si G agit sur une variété V, alors
il agit également sur son algebre de fonctions polynomiales C[V].

e Si G agit sur deux ensembles S et T, alors G agit sur leur produit S x T'
par B * (s,t) := (B *s,B*t).

o Si G agit sur les ensembles S et T', alors G agit sur C[S]® C[T] par I'action
Br(f@g)=Brxf@B*g.

Définition 5.4. Si G agit sur X, alors le quotient X/G est I’ensemble des
classes d’équivalences X/ ~, otz ~y <= J g€ G tel que z = g*y.

Soit G un groupe fini agissant sur une variété algébrique V par automor-
phismes polynomiaux. Alors, le quotient V/G est également muni d’une struc-
ture de variété algébrique naturelle [Shal3, p. 30 exemple 11]. Son algebre de
fonctions polynomiales est I’algebre des invariants :

Proposition 5.5. Notons par C[V]|® Ualgébre des fonctions G-invariantes sur
V', c’est-a-dire des fonctions polynomiales f € C[V] telles que f(gz) = f(x)
pour tout g € G. Alors,

C[v/G) = C[V]C.

Nous souhaitons maintenant définir une action du groupe x(I',{—1,1}) sur
x(I,C*) x x(I',SL(2,C)). Pour ce faire, nous aurons besoin des deux lemmes
suivants. On définit 8 % o(w) := f(w)o(w) pour f € Hom(I',{—1,1}) et o €
Hom(I',SL(2,C)).

Lemme 5.6. Soient § € Hom(I',{—1,1}) et 0 € Hom(T",SL(2,C)). Alors, fxo €
Hom(T",SL(2,C)).

Démonstration.
Montrons que 8 x o est bien un homomorphisme. Soient wy,ws € I'. Alors,

(B* o) (wiwz) = Blwiwa)o(wiwz) = B(wr)B(we)o(wy)o(ws)

= B(wr)o(wr)B(wa)o(wz) = (8% o)(w1)(B * o) (w2).

Cela découle de la commutativité des éléments de {—1,1} avec eux-mémes et
les matrices. Ensuite, puisque si A € SL(2,C), alors —A € SL(2,C), on a que
B *o(w) = f(w)o(w) € SL(2,C). Ainsi, f x 0 € Hom(I',SL(2,C)). Cela est
équivalent & dire que So € Hom(I',SL(2,C)). O
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Lemme 5.7. L’application = : x(I',{—1,1}) x x(I',SL(2,C)) — x(T',SL(2,C)),
telle que (B,0) — B xo = fo, est bien définie.

Démonstration.

On veut montrer que 3 %o € x(I',SL(2,C)). Soit HoH~! un autre représentant
de la classe d’équivalence de o € x(I',SL(2,C)), ou H € SL(2,C). Alors, Vw € T,
Bx(HoH ') (w) = B(w)Ho(w)H ! = HB(w)o(w)H ! = H(Bxo)(w)H~ . O

Par un raisonnement similaire, on peut montrer que 8 xn € x(I',C*). Ainsi,
Papplication * est bien définie pour x(I',SL(2,C)) et x(I',C*). De plus, par un
calcul de routine, on peut prouver qu’elle définit en fait une action de groupe sur
ces deux espaces. On peut donc également faire agir x(I",{—1,1}) sur le produit
d’algebres x(I',C*) x x(T',SL(2,C)) en agissant sur chacun des facteurs.

5.2 Isomorphisme avec le produit tensoriel

Lemme 5.8. Soit I' = m(¥) et n : I' = C* un homomorphisme. Alors, il
existe une racine carrée de 1), c’est-d-dire un homomorphisme (/1 : ' — C* tel

que /7> =1.

Démonstration. Si ¥ est a bord non vide, alors son groupe fondamental est libre

a g générateurs ap,...,aq. On choisit arbitrairement une racine carrée /7(a;)
pour ¢ = 1,...,9 et ce choix s’étend uniquement en un homomorphisme /7 :
r—C*.

Si X est une surface fermée, alors son groupe fondamental a la présentation
suivante :

<a1, ce ,ag,bl, cee ,bg | [al,bl] cee [ag,bg]>,

ot [g,h] = ghg~'h~!. Encore une fois, en choisissant arbitrairement une racine
carrée \/a;,»/b; on obtient un homomorphisme puisque

Jr@Jn o) o) =1, .

On peut maintenant démontrer le théoreme 5.1.

Démonstration du théoréme 5.1.
Considérons 'application

¥ (x(INCY) x x(I'SL(2,0))) /x(T{ = 1,1}) = x(I',GL(2,C)), (n,0) — no-

Montrons d’abord qu’elle est bien définie.
Soient w € T, n,m € x(I',C*) et 0,01 € Hom(T",SL(2,C)).
Alors,

(77)0) ~ (77170-1) — 3 B € X(F7{_171}) et N e SL(27C)
tels que (7,0) = (B*n1,B8*x NoytN ).
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Ainsi,

no(w)

w)o(w)
w)m (w)B(w)Noy (w) N~
w)* (w)Noi (w)N !
m(w)or (w)N~!
et comme SL(2,C) C GL(2,C), on a que N € GL(2,C), donc no ~ nyo1 et ainsi
1/& est bien définie.
Egalement, ¥ est un homomorphisme :
P((n,0))(w1wz) = (no)(wiwz) = n(wiws)o(wiwz) = n(w)n(wz)o(wi)o(ws)
= n(wi)o(wi)n(wz)o(ws) = Y((n,0))(w1)P((n,0))(ws).

Montrons maintenant 'injectivité de 1. On a
¥((n,0)) ~ ((m,01))
< 3 M € GL(2,0) t.q ¢((n,0)) = My((m,01)) M~

= U((n,0))(w) = Mp((n,00)(w)M ™}, Ywel
= no(w) = Moy (wyM™, YweT
= n(w)o(w) = M (w)or(w)M™, VweTl

n(w) 0
— [ m@w) = o Yw)Moy(w)M™, Y w eT.

I
™ @ 3

(
(
(

I
=

n(w)
)

En prenant le déterminant de chaque c6té, on déduit ’équation suivante :

ni(w) 0
det ( " ) = det(0 " (w) Moy ()M ) =1, YweT

m(w)
0w
m(w)?
n(w)? =1, VweTl
=mw)? =nw)? Ywel
= ni(w) = e(w)n(w), ¥V w e T et olt € = % e x(D{-1,1}).

Ainsi, de I’équation n(w)o(w) = Mni(w)o1(w)M !, on obtient en choisissant
une racine carrée /det(M) de det(M) que

n(w)o(w) = M(e(w)n(w))or(w)M ™, ¥ wel
= o(w) = e(w)Moy(w)M™, VweTl

det (M det(M) ———,VweT
/det(M) det (M)
M
N N7t ouN= e SL(2,C
(w)Noy(w) , ou et (3D) (2,C)
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Ainsi, 'homomorphisme ¢ est tel que (7,0) = (e x n1,e x NoyN71), i.e (n,0) ~
(m,01). Ceci implique donc que v est bien injective.

Finalement, démontrons sa surjectivité. Soit p € x(I',GL(2,C)) et choisissons une
racine carrée de ’homomorphisme det op, qui existe par le lemme 5.8. Posons

(,/det Jde7> A(T,C%) x ((T.SL2,C)))/x(T{=1,1}).
Alors, ¥(n,0)(w) = no(w) = /det(p \/(% p(w), YV w €T et donc ¢

est surjective. [
On peut donc déduire le théoreme 5.2 avec la justification suivante.

Démonstration du théoréme 5.2.

Comme (x(I',C*) x x(I",SL(2,C)))/x(I',{—1,1}) = x(I',GL(2,C)) par le théoréme
5.1, on a donc que les algebres de fonctions polynomiales sur ces variétés de
caracteres sont isomorphes, c’est-a-dire que

Clx(I',GL(2,C))] = C[(x(T',C") x x(T',SL(2,C)))/x(I' {-1,1})].
On déduit ainsi des propositions 4.5 et 5.5 que
Cx(T,GL(2,C))] = C[x(T',C")] @ C[x(T,SL(2,C))))XT- 11, O

6 Crochets de Poisson

Nous allons maintenant définir ’outil principal sur lequel porte notre article :
le crochet de Poisson sur ’algebre des fonctions d’une variété de caracteres. On
doit d’abord définir ce qu’est une algebre de Poisson.

Définition 6.1. Une algébre de Poisson P est une algebre munie d’un crochet
de Poisson, noté {-,-}, qui est un crochet de Lie satisfaisant de plus la regle de
Leibniz, c’est-a-dire que {f x g,h} = f x {g,h} + g x {f,h}, V f,g,h € P.

En général, dans cet article, le crochet de Poisson est I'application {-,-} :
ClV] x C[V] — C[V], ou V est une variété algébrique. Une fagon de le définir
est la suivante : {f,g} = (Vf x Vg, H), ou H est une fonction compatible avec
le produit scalaire et V désigne la fonction du gradient qui est bien définie sur
les algebres de fonctions polynomiales C[V]. On notera que le vecteur H change
dépendamment de la surface sur laquelle on travaille. Le but de cet article est
de prouver qu’en définissant une nouvelle application de C[V] x C[V] dans C[V]
a l'aide du crochet de Goldman, cette définition satisfera les propriétés d’un
crochet de Poisson. Nous nous intéresserons notamment aux crochets de Poisson
sur C[x(T",SL(2,C))], C[x(I",C*)] et C[x(I",GL(2,C))].

Nous présentons ici les définitions usuelles des crochets de Poisson sur les
trois espaces mentionnés précédemment. Dans les sections 6.1, 6.2 et 6.3, nous
montrerons que le crochet de Goldman permet de définir des crochets de Poisson
sur ces algebres.
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Définition 6.2. Le crochet de Poisson
est défini ainsi :

{try,try} = (Viry, x Vtr,, H) = ’Vtru Vitr, H‘

ot x désigne le produit vectoriel usuel dans C3. Comme x(F2,SL(2,C)) = C3,
tr, et tr, peuvent étre vues comme des fonctions de C? vers C. Par exemple,
sur le tore & un trou, H(z,y,2) = (22 — yz,2y —x2,22 —ay)t, ot & = tr,(0),y =
trp(0),z = trep(o).

Exemple 6.3. Calculons le crochet de Poisson entre les fonctions tr,2 et try
sur le tore & un trou dans C[y(F»,SL(2,C))] x C[x(F>,SL(2,C))].
Soit o € x(F»,SL(2,C)). Par la définition 6.2, on a :

{trae,try} = {tr2 — 2,tr,} par application du théoréme 4.13

= {:EQ - 27y}
2z 0 2z —yz
=10 1 2y—=zz
0 0 2z—2ay
= 22(2z — zy)
= dxz — 22%y.

Définition 6.4. Le crochet de Poisson
est défini par
{try,try} = (Vtr, x Vtr,, H).

On définit ici le produit vectoriel dans C° par
_ toan _
T X 8 = (V1,2,01,3,01,4,01,5,02,3,V2,4,02,5,V3.4,U3,5,V4,5) ", OU Vs j = T55j — T'j 5.
On sait par le théoréme 4.9 que x(F2,GL(2,C)) = C3 x (C*)%/ ~. Pour le tore &
un trou,

H(z,y,2,uv) = (2, —yu + 22,0, 20, 20 — yz, —yu, 0, —zu, 2v, 2uv)".
Définition 6.5. Le crochet de Poisson

est défini par
{try,try} = (Vtr, x Vtr,, H).

Pour le tore & un trou, H = (%, %, %)t, ou x = trg,y =try et z =try—1p-1.
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Nous arrivons maintenant au théoreéme principal qui motive cet article. Il
permettra de définir de nouveaux crochets sur C[x(I',C*)], C[x(T",SL(2,C))] et
Clx(I',GL(2,C))] et de démontrer que ce sont des crochet de Poisson qui font de
nos espaces des algebres de Poisson.

Théoréme 6.6. [Gol86]
1. Soit V= x(I',SL(2,C)). Alors,

T = {tru,try }.
2. Soit V.= x(I', GL(n,C)), n € N*. Alors,

0] = {try,try }.

Exemple 6.7. On peut vérifier le théoreme 6.6 sur ’exemple 6.3. En effet, le
crochet de Goldman non orienté entre les courbes a? et b est :

[a?,b] = 2(a®b — a®b71).
Ainsi,
trig2 5 = 2tr,2p_g2p-1
= 2(trgzy — trg2p-1)
= 2(try2p — (tryetry — treey))
= 2(2tr,z, — try(tr2 — 2))
= dtrgtray — 4ty — 2trytr? + 4tr,
= dtr try, — 2trbtr2
= dzz — 22°y.
On a done bien {trg2,trp} = tr{g2 y.
A priori, il n’est pas clair que la trace du crochet de Goldman est un crochet

de Poisson pour ces différents espaces. C’est ce que nous démontrerons dans ce
qui suit.

6.1 Crochet de Poisson sur C[x(I',SL(2,C))]
En s’inspirant du théoreme 6.6, on souhaite démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.8. Soit I' = m(X) le groupe fondamental d’une surface. Alors,
Uapplication

{'7'}SL : C[X(vaL(27C))] X (C[X(P,SL(Q,(C))] - C[X(P78L<27(C))]

définie par
{tru,trU}SL = trm g

et étendue par linéarité est un crochet de Poisson.
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bo

Lo

FIGURE 10 : Séparation des courbes ab (ou ba) et ¢ par un point d’intersection
entre b (en rouge) et ¢ (en bleu)

Gréce a l'identité de matrices dans SL(2,C) suivante :
tr(A)tr(B) = tr(AB) + tr(A™!B),

on déduit que lalgebre C[x(I",SL(2,C))] est engendrée en tant qu’espace vectoriel
par les fonctions de traces. Ainsi, {-,-}gr, est bien définie.

Avant de présenter la démonstration du théoréme 6.8, nous présentons une
proposition et un lemme.

Lemme 6.9. Soient b,c € m1(X,20) et p € bNc un point d’intersection. Alors,
3 g € m(Z,x0) tel que ¥ a € m(,x0), ab-pc ~ bageg™L. En particulier, sia = id,
alors b+, ¢ ~ bgcg™t. De méme, 3 h € m1(S,x0) tel que ¥V a € m1(X,x0),ba - ¢ ~
bahch™! et b p €~ bhch™1.

Démonstration. L’idée de la preuve peut se visualiser sur la figure 10. On a que
le point p sépare les courbes b et ¢ en deux segments, le premier reliant zg et p
en suivant la courbe b ou c puis le second reliant p et xy en suivant la courbe b
ou ¢. On notera ces segments pour b et ¢ respectivement by et bo et ¢1 et co. On
a donc que b1bs = b et cico = ¢. Ainsi,

ab-pc ~ bl(bgablcgcl)bfl = bablcgclbfl = bablchlcgcglbl_l = bagcg*1
ol g = byca. De plus,

bp ¢~ by(babicact )byt = bbycacicacy byt = bgeb ™.

L’idée de la preuve pour ba -, ¢ est similaire et laissée au lecteur. O

Lemme 6.10. Soient u,v,w € 71(X) = I'. Choisissons des représentants de wu,v
et w de sorte qu’il n’y ait pas d’intersection triple (Figure 4).
Si p est un point d’intersection entre les courbes u et w, alors

truv.pw + truv_1_pw = trvtru.pw.
Si q est un point d’intersection entre v et w, alors

tryyquw + truvfl,qw = trytry. -
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Démonstration. Pour p un point d’intersection entre u et w, on peut écrire
1 1 1

wv pw = wvzwz "t u e w =uzwz! et wv! o, w =wuv 2wzt pour 2 € I par
le lemme 6.9. Ainsi, soit 0 € x(I',SL(2,C)) tel que o(u) = U,o(v) = V,o(w) =
W et o(z) = Z. Alors, o(uwv - w) = UVZWZ™Y o(u-pw) = UZWZ ™1 et
o(uwv™ o w) =UV1ZWZ~L. On a donc
tr(o(uv - w)) + tr(o(uv™t - w)) = tr(UVZWZ 1) + tr(UV - ZWZ 1)
=tr(VZWZU) + te(V1ZWZ71U)
= tr(V)tr(ZW Z71U)
=tr(V)tr(UZWZ 1)
= tx(0(0))tr(o (u - w)).
De facon similaire, on prouve la seconde équation pour ¢ un point d’intersection
entre v et w. [
On peut maintenant prouver que la fonction définie au théoreme 6.8 est un
crochet de Poisson.

Démonstration du théoréme 6.8. Soient try, tr,,tr,, € C[x(I',SL(2,C))]. Alors,
3 U, V,IW € SL(2,C) tels que tr,(c) = U, try(o) = V et try(c) = W pour
o € x(I',SL(2,C)). Démontrons que notre crochet satisfait les quatre propriétés
d’un crochet de Poisson.

1. La bilinéarité est satisfaite par définition.
2. Antisymétrie :
{tru,try bsL = trgm) = tr_pg) = —trpm = —{tre,trufsi.

3. Regle de Leibniz
Soit o € x(T,SL(2,C)). En utilisant le représentant de v=! qui a la méme
image que v mais parcourue en sens inverse, les points d’intersection entre
uv et w sont les mémes que ceux entre uv ™! et w. On peut également sup-
poser que u,v et w n’ont pas de point d’intersection commun. On obtient

{trutry,tro bsu(o) = {truv+uv—17trw}SL(a)
= tr( ([uv uv + uv=1,1)))

+ [uv )

o([ww
= o(uv -, w—uv -, wt)
pZEuvﬂw

-1 -1 -1
i o(uu™ e, w— v, W)
piEuv™ 1ﬂw

Z o(uv -, w)) — tr(o(uv p, w_l)))
Z

+ i (tr(o(uw™" 5, w)) = tr(o(uww™" 5, w)))
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Séparons les points d’intersection p; de uv Nw en deux ensembles disjoints
{p1;} et {par} contenant respectivement les points d’intersection entre u
(et u™1) et w et entre v (et v™!) et w. Les signes s; et r; satisfont s; = r;
sipi €unNwet s;=—r;sip €vNw par lelemme 3.7. En notant sq; et
sk les signes aux points d’intersection p1; et poi, on obtient donc,

{trytry,try (o) = Z s1j - (tr(o(uv -py; w) — tr(o(uv -py; w™1))
p1jE€EUNW

—tr(o(uv™! pr; W)+ tr(o(uv™? ‘p1; w™1)))

+ Z S2k - (tr(a(uv P2k w)) - tr(a(uv D2k w_l))
p2rE€VNW

1

— (0w -y, w)) + tr(o (™ -y w))).

Considérons maintenant la premiere somme. Par le lemme 6.10, on a que

Z 51§ (tr(a(uv ‘pr; W) — tr(o(uv -py; wh))

1 -1

oy w))

= tr, (o) Z $1j (tr(a(u pr; W) = tr(o(up,, url)))

p1jE€UNW

ttr(o(uv™ 4 ; w)) — tr(o(uv

= trytr g (0) = try{tru,try bsiL(o).
De méme, on montre que

S ok (tr(0 (w0 -y w)) = (0 (uv -y w))

(o (™! -y w)) = tr(o(w ! o, w )

= trutr[g@] (U) - t[’u{trv,trw}SL(O—)'
Ainsi, on a bien que {trytry,try, }sp, = try{try,try bsn + try{try,try Fse.

4. Identité de Jacobi

{trua{trwtrw}SL}SL + {trvv{trwvtru}SL}SL + {trun{trlutrv}SL}SL
= {tru,trgm) fsL + {10t g FsL + {trw,trm s fsL
= M T e T

[v,[w,u]]

w,[u,v]]

= Y Bal+ o )+ )
—0

car le crochet de Goldman non-orienté satisfait I’identité de Jacobi.

Ainsi, {-,-}s, est bel et bien un crochet de Poisson. [



B.Ouimette et C.Guillemette 23

Grace a ce résultat, on peut montrer que cette nouvelle définition du crochet
de Poisson pour C[x(F»,SL(2,C))] pour le tore a un trou est équivalente & celle
donnée par la définition 6.2.

Théoréme 6.11. Soient u,v € Fy. Alors, pour le tore a un trou, les deux
crochets de Poisson

{try,try } = ‘Vtru Vtr, H(zy,z)

ou H(x,y,2) = (2r — yz,2y — xz,22 — xy)t, et
{truatrv}SL = tr[ﬂ,ﬂ]
sont égauzr. On note ici que x = try,y = try et z = try.

Démonstration. Comme x,y et z engendrent C[x(F»,SL(2,C))] (théoréme 4.8), il
suffit de montrer que les deux crochets {-,-} et {-,-}sy, prennent les mémes valeurs
sur les paires de générateurs (z,y), (y,2) et (x,z). En effet, si deux crochets de
Poisson sont égaux sur leurs générateurs, alors ils sont identiquement égaux
(grace a la regle de Leibniz). On montre ici la vérification de 1’égalité pour la
paire (z,y). Les calculs pour les deux autres couples sont laissés en exercices.
D’une part,

1 0 2z—yz
{zy} =10 1 2y—xz|=2z—2ay
0 0 2z—uay

et, d’autre part,
{z,y}s, = trg 5 = trgp_p—1q = trap — (tratry — trey) = 22 — zy.

Ainsi, {-,-} = {-,-}sL pour le tore & un trou. Ceci est équivalent a trjm =
{try,trw}. O

6.2 Crochet de Poisson sur C[x(I',C")]

Dans le méme ordre d’idées que dans la section 6.1, on veut démontrer le théo-
reme suivant.

Théoréme 6.12. L’application {-,-}c+ : C[x(T',C*)] x C[x(T,C*)] — C[x(T",C*)]
définie par
{try,try bos = by 0]

et étendue par linéarité est un crochet de Poisson.

Remarquons que puisque tr(n(u)) = n(u) pour n € x(I',C*), la définition
appliquée a n peut se réécrire comme {tr,,tr, }c+(n) = n([u,v]).

Nous énongons maintenant un lemme qui nous aidera a démontrer ce théo-
reme.
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Lemme 6.13. Soit n € x(I'\C*) et u,v € I". Alors,

n(luv) = Y. si n(uv).

pi€Eunv

Démonstration.
D’abord, on remarque que n(wi)n(wz) = n(w2)n(wy), ¥V wi,we € T' puisque
n(w1),n(wz) € C*. Ainsi, par le lemme 6.9, 3 w; € I" tel qu’on a

n(u -3 v) = n(uww;™) = nlu)n(w)n(v)n(w; ) = n(w)n(v).

Par abus de notation, nous noterons maintenant -,, par -;. Par conséquent, on
obtient que

n(luel) =0 | > si-(uiv)| = D si-nwiv)= Y si-nuw). O
pi€unv pi€unu pi€unu
On peut maintenant démontrer le théoreme 6.12.

Démonstration du théoréme 6.12.
Montrons que {-,-}c+ satisfait les quatre axiomes d’un crochet de Poisson.

1. Bilinéarité : On a cette propriété par définition de notre crochet.

2. Antisymétrie : Elle découle directement de l'antisymétrie du crochet de
Goldman.

3. Reégle de Leibniz : Soit n € x(I',C*). Notons d’abord que

{n(w)n(v).n(w)}cs = {n(uww)n(w)}c-

puisque 7 est un homomorphisme. On veut ainsi montrer que

{n(w)n(v)n(w)}rcs = n(u){n(v)n(w)es +n(v){n(w)n(w)}c:
< n([uv,w]) = n(u)n(fv,w]) + n(v)n([u,w])

Or, par le lemme 6.13, cela est équivalent & montrer que

> sion(wow) =nw) Y sjon(ow) +n(v) Y sk n(uw)

pi EuvNw qj€vnw rEEUNW
= E si - n(uvw) = E sj - n(uvw) + E s - n(uow)
pi€uvNw ASCIR0Y rEEunw

et cette derniere égalité est vraie car les points d’intersection p; des courbes
uv et w peuvent se séparer en deux ensembles disjoints {gj|¢; € v N w}
et {rg|rx € uNw} pour de bons représentants. De plus, chaque signe s;
correspond a un signe s; ou un signe s selon I’ensemble auquel appartient

Di-
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4. Identité de Jacobi :
{trua{trvytrw}(c* }(C* + {trva{trwvtru}c* }(C* + {trwa{trwtrv}c* }(C*
= W[, fo,0]] T [, [w,u]] T T fw,fu,0]
= O [u, [o,0]]+ (v, [w,u]]+[w, [u,]]

= trg, car le crochet de Goldman satisfait I'identité de Jacobi
= 0. O

Ainsi, on a défini un crochet de Poisson {,}c+ sur l'algebre de fonctions
polynomiales C[x(I",C*)], ce qui en fait une algebre de Poisson.

6.3 Crochet de Poisson sur C[y(I',GL(2,C))]

On veut maintenant démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 6.14. L’application
{'v'}GL : C[X(F’GL(2>C))] X C[X(FvGL(2aC))] — (C[X(FaGL(Z(C))}

définie par
{tru,trv}GL = tr[uyv}

est un crochet de Poisson.

Comme on a montré au théoréeme 5.2 que
(C(I,C*)] @ Clx(I SL2,C))PXTH1) = Cx (I, GL(2,0))],

commencons par montrer qu’on peut définir un crochet de Poisson sur 'espace
C[x(I',C*)] @ C[x(I',SL(2,C))XT{=11} dans le but d’étudier la relation entre le
crochet de Poisson sur cet algebre et I’application définie au théoréeme 6.14 sur
lalgebre Clx(I',GL(2,C))].

6.3.1 Crochet de Poisson sur le produit tensoriel

Dans cette section, nous montrerons que (C[x(I',C*)]@C[x(T',SL(2,C))])x(-{-11})
est une algebre de Poisson. D’abord, considérons la proposition suivante :

Proposition 6.15. 5i A et B sont deux algébres de Poisson, alors A ® B l’est
aussi, avec le crochet bilinéaire défini par :

{a1 ® b1, a2 ® ba}agp = {a1,a2} 4 ® b1z + a1az ® {b1,b2} B
sur les tenseurs simples.

Démonstration. Rappelons que le produit tensoriel de deux algebres est égale-
ment une algebre (définition 4.3). Il reste donc & montrer que les quatre axiomes
d’un crochet de Poisson sont satisfaits.
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1. La bilinéarité suit de la définition.

2. Antisymétrie :

{a1 ® b1,a2 ® ba}agp = {a1,a2} 4 ® biby + aras @ {b1,b2}B
= —{ag,a1}4 ® biby + ajaz ® —{b2,b1}p
= —({a2,a1} 4 ® baby + aza1 ® {b2,b1} B)
= —{az ®b2,a1 Rb1}AxB

3. Regle de Leibniz :

{(a1 ® b1)(az ® ba), a3 ® b3} azp
= {a1a2 ® bibz, a3 ® b3} AeB
= {a1a2,a3}4 ® (b1b2)bs + (araz)az @ {b1b2,b3} B
= (a1{az,a3} A + az{a1,a3} 1) ® b1bab3
+ arazaz ® (b1{b2,b3}B + b2{b1,b3}B)
= (a1 ® b1)({az2,a3} A ® babz + azaz ® {b2,b3} )
+ (a2 ® ba)({a1,a3} 4 @ bibs + ajas ® {b1,b3}RB)
= {a1 ® b1,a3 ® b3} aep(az ® ba) + (a1 ® by){az ® ba,a3 ® b3} axB

4. Identité de Jacobi : Cette partie de la preuve est laissée au plaisir du
lecteur.

Les quatre propriétés sont donc vérifiées et on a bien qur A ® B est une algebre
de Poisson. ]

Dans les sections 6.2 et 6.1, on a montré que C[x(I',C*)] et C[x(I',SL(2,C))]
sont des algebres de Poisson avec respectivement {tr,,tr,}c+ = tr[y,.) ainsi que
{try,try fsn = trg,p) pour crochets de Poisson. Ainsi, par la proposition 6.15, on
peut faire de l'algebre O = Clx(I",C*)] @ C]x(I",SL(2,C))] une algebre de Poisson
en définissant sur celle-ci le crochet de Poisson suivant : {-,-}g : O x O — O tel
que

({try,try pos @ trytry + trytry, @ {try,try}sr) -

N

{try @ try, try @ try}g =

Le facteur % ne change pas le fait que la définition ci-dessus reste un crochet de

Poisson. Nous verrons plus tard I'importance de ce facteur.

Définition 6.16. Une application de Poisson entre deux algebres de Poisson
A et B est une application linéaire T' : A — B qui préserve les crochets :
T{a1,a2} = {T(a1),T(az2)}-

Rappelons que nous avons défini un isomorphisme

(X(F,C*) X X(FvSL(27C))/X(F7{_171}) = X(F,GL(2,C))



B.Ouimette et C.Guillemette 27

grace a 'application
¥ (x(I,C7) x x(I',SL(2,C))) /x(I',{—1,1}) = x(I',GL(2,C))

définie par ¢((n,0)) = no (Section 5.2). Or, on sait que si f : X — Y est un
isomorphisme, alors 'isomorphisme entre C[X] et C[Y] est f* : C[Y] — C[X]
défini sur une fonction polynomiale ¢ € C[Y] par f*q(x) = q(f(z)). Ainsi, on a
I’isomorphisme

" Cx(IGL(2,C))] = C[(x(T',C") x x(I',SL(2,C))) /x(T,{=1,1})]

tel que
(W a)(n,0) = q(¥(n,0)) = q(no),

oun € x(I'C*) et o € x(I',SL(2,C)). Or, on sait par les propositions 4.5 et 5.5
que l’algebre
(C[x(I',C")] ® Clx(I",SL(2,C))| X111

est isomorphe a l'algebre

C[(X(P,(C*) X X(P,SL(Q,C)))/X(F,{—1,1})].

En utilisant cet isomorphisme, un élément du produit tensoriel définit une fonc-
tion sur une paire d’homomorphismes par la formule

(f®@g)(no) = f(ng(o).

Dorénavant, on identifiera implicitement ces deux espaces de fonctions en éva-
luant un élément du produit tensoriel sur une paire (7,p) sans mentionner
I’isomorphisme. Nous voulons vérifier que cet isomorphisme envoie 'applica-
tion {-,-}qr, au crochet de Poisson {-,-}. Puisque 'algebre C[x(I"',GL(2,C))] est
engendrée par I'ensemble {tr,, | u € T'} (Théoréme 4.10), on veut donc définir
1* sur ces fonctions. On a que

(¢*tru)(n70> = tru(w(naJ» = tru(nU) = tru(”)tru(g)'

Avec lisomorphisme vers (C[x(T',C*)] ® C[x(I',SL(2,C))|)XTA=11) e résultat
est envoyé vers (tr, ® try)(n,0).

Définition 6.17. On définit "isomorphisme
¥" : Clx(T,GL(2,C))] = (C[x(T',C*)] ® C[x(T,SL(2,C)) X111

par
(Y*try,) = try, ® try,.

On écrira par abus de notation que

(P try) (n,0) = (try ® try,)(n,0) = n(u)try(o).
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6.3.2 Crochet de Poisson {,}qr,
Nous sommes maintenant préts a prouver que le crochet {,}qr, défini par
{tru,try far = tryy )
est bien un crochet de Poisson. Pour ce faire, nous vérifierons que
P {try,tr, b = {Y try, Y tr, e

Puisqu’on sait déja que {,}g satisfait la régle de Leibniz, on déduira que {,}qr,
aussi. Avant d’y arriver, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.18. Soit o € x(I',SL(2,C)) et u,v € T'. Alors,

tr[u,v]+[u,v—1]( o) = 21Jr[uv] Z 5 - trytry) (o).
pi€unv

Démonstration.
Notons d’abord qu’on peut écrire I'identité tr(U)tr(V) = tr(UV ) +tr(UV 1)
de SL(2,C) comme
tr(U)tr(WVW ™) = te(UW VW) + tr(UWV I 1),

ou W € SL(2,C), en raison de I'invariance de la trace par la conjugaison. Ainsi,
en utilisant notamment le lemme 3.7, on a le calcul suivant :

([u,0])) + tr(o ]))

( S; ))) + tr ( ( Z, (—si) - (u+ U_l)))
( si - (uw;vw; 1))) — tr (0’ ( Z S5 - (uwivlwi_l)))
picunv pi€unv—1

s+ (te(o (wwgow; ™)) — tr(o (ww ™ w; 1))

= 3 s (n(o(uwvw; ™)) — (tx(o(u))r(o(wpw ™)) - tr(o(uwww; 1))
= 3 s @uu(o(uwww; ) — tr(o(w)tr(o (1))

= 2tr(o(ua]) = Y s tr(o(w)tr(o(v)), =

pi€unv

Théoréme 6.19. L’application * satisfait

¢*{truatrv}GL = {w*truy w*trv}®a

pour tout u,v € I
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Démonstration. Soient (n,0) € x(I',C*) x x(I',SL(2,C)). Alors,
{w*truﬂﬁ*trv}@(nﬂ)
= {try ® try,tr, @ try, }g(n,0)

1
= 5({tru,trv}c* ® trytry 4 trytr, @ {try,tr, tsn)(n,0)
1
= 5(tr[u,v] ® trytry + trutry ® trgg) (1,0)
1
= §<tr[u,v] ® trytry + trytry ® )y )4 fu,0-11) (1,0), Par le théoréme 3.8,

en notant a la derniére étape que tr, = tr,-1 pour une fonction de trace de
C[x(I",SL(2,C))]. On a alors, par le lemme 6.18, que

(Y tru, Y™ty be (n,0)

1
= i(tr[u,v] ® trytry + trytry, @ (2t — Z si - trytry)) (n,0).
pi€unv

En passant dans C[(x(I',C*) x x(I',SL(2,C)))/x(I',{—1,1})], on obtient

{Y ey, try b (n,0)
:%(n([u,v])tru(a)trv( ) + 1(w0) 2trp(0) = D si-tru(o)tr,(0)))

pi€unv

1
= (@) X i (o) + (o) 2tr (o) = Y 51 tra(0)tr(0))):
pi€unv pi€unv
par le lemme 6.13

= U(UU)tf[u,v] (U)

Ainsi, par la proposition 6.9, on a

{0 try 0 try b (n,0) = n(vw;vw; ( Z s; - tr(o(vwivw, 1))
p

s Eunv

= > s (n(wwivw] Htx(o(uwow; ™))

pi€unv

— Z s; - tr(no (vwvw; 1))

pi€unv
= tr(no([uv]))
= ¢*tr[u,v] (77,0) O

Nous déduisons de ce théoreme le corollaire qui suit :

Corollaire 6.20. La sous-algébre des invariants
(Cx(T,C")] ® Clx(T,SL2,C))¥ =11
est une sous-algébre de Poisson de C[x(I",C*)] ® C[x(T',SL(2,C))].
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Démonstration. Grace a I'isomorphisme du théoreme 5.2 et au fait que les traces
engendrent les algebres de fonctions des variétés de caractéres (théoreme 4.10),
on déduit que les fonctions de trace engendrent

(Clx(D,C*)] @ Clx(T,SL(2,C)) X {=11h,

De plus, la formule du théoreme 6.19 démontre que le crochet de deux fonctions
de trace s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions de trace, et est
donc encore dans la sous-algebre des invariants. O

Finalement, on déduit que le crochet {-,-}qr est un crochet de Poisson de
la maniére suivante : il est envoyé au crochet {-,-}g par 'isomorphisme *, et
ce dernier satisfait la regle de Leibniz. Ceci force {-,-}qr, a satisfaire la regle de
Leibniz, qui était le seul axiome a vérifier.

Nous pouvons ainsi interpréter le théoreme 6.19 comme disant que 'appli-
cation ¥* est un isomorphisme d’algebres de Poisson.
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RESUME  L’objectif de cet article est de présenter la théorie de Morse clas-
sique ainsi que les notions de topologie différentielle nécessaires a sa compré-
hension. Des exemples seront notamment présentés de méme que des références
vers des sujets connexes.

1 Introduction

La topologie est une branche des mathématiques étudiant, entre autres, les pro-
priétés invariantes, par exemple la dimension, d’objets géométriques abstraits
(espaces topologiques) sous un homéomorphisme (déformation continue et bijec-
tive). La topologie différentielle est un cas particulier ou les espaces topologiques
sont des variétés lisses, par exemple les spheres munies d’une correspondance
avec un espace euclidien, soumises a un difféomorphisme (homéomorphisme dif-
férentiable). La topologie différentielle est reliée de pres a la géométrie différen-
tielle, laquelle étudie les propriétés géométriques des variétés lisses, par exemple
les distances. Ces théories se complétent pour former une théorie géométrique
des variétés lisses, incluant notamment 1’étude des comportements des flots sur
les variétés lisses, nommée théorie des systemes dynamiques lisses et détaillée
dans [BDM17].

La théorie sous-jacente de topologie différentielle présentée dans cet article,
la théorie de Morse classique, se développe durant la premiere moitié du ving-
tieme siecle, principalement par le mathématicien Harold Calvin Marston Morse
[Bot80]). Elle étudie la topologie d’une variété lisse en analysant une fonction
lisse (dite de Morse) définie sur celle-ci. Une des principales applications de la
théorie de Morse est la décomposition en anses d’une variété. D’autres applica-
tions, par exemple en robotique, sont détaillées au chapitre 3 de [N*11]. De plus,
vers la fin du vingtiéme siecle, le mathématicien Robin Forman développe un
analogue combinatoire de la théorie de Morse classique, nommée la théorie de
Morse discrete. Celle-ci étudie la topologie de complexes simpliciaux, des objets

J’aimerais remercier le groupe de recherches SAG pour m’avoir permis de suivre un stage
de recherches, et particulierement Tomasz Kaczynski pour m’avoir supervisée, encadrée et
financée.

©Université de Sherbrooke
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constitués de sommets, d’arétes et de triangles, plutdt que de variétés lisses !.
La modélisation de surfaces est un exemple d’applications de la théorie de Morse
discrete, tel que mentionné dans [LLT04].

Le présent article vise a introduire la topologie différentielle par le biais de
la théorie de Morse classique, en quatre étapes. D’abord, a la section 2, nous
présentons quelques notions topologiques préliminaires ([NI14]), puis a la section
3, nous définissons une variété lisse ainsi qu’une fonction lisse définie sur celle-ci
([Leel3]). Ensuite nous présentons les grandes lignes de la théorie de Morse a la
section 4, avant de terminer, & la section 5, en présentant la décomposition en
anses d'une variété lisse ([Mat02]).

2 Rappels sur les espaces topologiques

Tout d’abord, rappelons quelques définitions élémentaires de topologie afin de
comprendre ce que signifie « I’étude des propriétés invariantes d’espaces topolo-
giques sous un homéomorphisme ». Les définitions sont tirées de [NI14].

Définition 2.1. (X, 7) est un espace topologique si X, un ensemble, et 7, une
collection de sous-ensembles de X appelés ouverts, satisfont :

1.0, Xer

2. U; e Vi = UU@ET

3. U, U e = UlﬂUQET

Définition 2.2. Soit un espace topologique (X, 7) et un élément = € X. Toute
partie de X contenant un ouvert contenant x est un voisinage de x. L’ensemble
des voisinages de € X est noté v(z).

Définition 2.3. Une base pour la topologie de (X, 7), notée B, est une fa-
mille d’ouverts, ou tout ouvert de X s’écrit comme réunion d’intersections finies
d’éléments de B.

Définition 2.4. Une fonction f : X — X’ est continue sur X si pour tout
a € X, nous avons que V' € v(f(a)) implique que f~1(V’) € v(a).

Remarque 2.5. Si f : X — X’ est continue et ' C X’ est fermé, alors X ~
fHF) = f~YX' \ F) est ouvert, donc f~1(F) est fermé.

Définition 2.6. Un homéomorphisme est une bijection f : X — X' telle que f
et f~! soient continues. S'il existe une telle application entre (X, 7) et (X',7'),
ces epaces sont homéomorphes.

Définition 2.7. Un invariant topologique est une propriété d’un espace topo-
logique qui ne change pas sous 'application d’un homéomorphisme.

Woir T’article CaMUS, volume 7, de D. Desjardins Cété sur le sujet.
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Définissons a présent deux des principales propriétés topologiques, soit le fait
d’étre séparé ainsi que la compacité.

Plusieurs axiomes de séparation existent, mais le plus fréquemment men-
tionné est la séparation 7 (dite de Hausdorff).

Définition 2.8. Un espace topologique (X, 7) est de Hausdorff si Vz,y € X
distincts, AV € v(x) et AW € v(y) tels que VW = (.

Enfin, la compacité, rencontrée en analyse réelle sous le théoreme de Heine-
Borel-Lebesgue, est définie plus généralement comme suit :

Définition 2.9. Un espace topologique est compact s’il est de Hausdorff et si,
de toute famille d’ouverts dont 'union est égale a X (recouvrement ouvert), on
peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Théoreme 2.10. Soit X et Y espaces topologiques de Hausdorff. Si X est
compact et s’il existe une fonction continue f : X — Y, alors alors f(X) est
aussi compact dans Y .

Consolidons cette section en présentant un espace topologique particulier, le
quotient. Les définitions qui suivent proviennent de I'appendice A de [Leel3].

Définition 2.11. Soit X, un espace topologique, Y, un ensembleet 7 : X — Y,
une application surjective et continue. La topologie du quotient sur Y déterminée
par 7w est définie en déclarant U C Y comme étant ouvert si et seulement si
71 (U) C X est ouvert. Dans ce cas, 7 : X — Y est dite application quotient.

Définition 2.12. Un sous-ensemble U C X est dit saturé selon 7 : X — Y si
U =7"1(n(U)), c’est-a-dire 'l est la préimage entiere de son image par 7.

Théoréme 2.13. Soit m : X — Y une application quotient et B un espace
topologique. Alors :

1. F:Y — B est continue < Fom: X — B est continue.

2. La topologie du quotient est la seule topologie dans laquelle le point précé-
dent est vrat.

3. K CY est fermé <= 7 1(U) C X est fermé.
4. Sim est injective, alors il s’agit d’un homéomorphisme.

5. SiU C X est soit ouvert ou fermé et saturé, alors la restriction 7r|U U —
m(U) est une application quotient.

6. Toute composition de w avec une application quotient est une application
quotient.
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3 Variété lisse

Les définitions de la section précédente nous permettent désormais de définir
I’'objet mathématique sur lequel se base notre étude, la variété lisse. La théorie
de cette section s’inspire des deux premiers chapitres de [Leel3]. Nous procédons
en deux temps : 'objet topologique, puis sa structure lisse.

3.1 Variété topologique

Définition 3.1. M est une variété de dimension m (ou m-variété) si :
1. M est un espace topologique
2. M est de Hausdorff
3. Il existe une base dénombrable pour la topologie de M

4. Tout point p € M a un voisinage homéomorphe a un ouvert de R™

Remarque 3.2. Le point 4 donne 'existence, pour tout p € M, d’un homéomor-
phisme ¢ : U — U', ou U C M et U’ C R™ sont des ouverts et p € U.

Une m-variété topologique avec bords se définit similairement comme suit :

Définition 3.3. Une m-variété topologique avec bords est une m-variété to-
pologique ou tout point p € M a un voisinage homéomorphe ou bien a un
sous-ensemble ouvert de R™, ou bien a un sous-ensemble ouvert de H"*, ou H™
est le demi-espace supérieur fermé défini par :

H™ = {(z1, ..., zm) € R™|zy, > 0}.

A partir de la remarque 3.2, nous pouvons définir une carte locale (coordinate
chart, [Leel3]) pour une m-variété M.

Définition 3.4. Une carte locale sur M est une paire (U, ¢), ou U est un ouvert
de M et ¢ : U — U’ est un homéomorphisme entre U et U’ = ¢(U) C R™ (voir
figure 3.1). L’ensemble U est un domaine local (coordinate domain, [Leel3]) et
lapplication ¢ est une application de coordonnées (coordinate map, [Leel3]).

~

FI1GURE 1 : Carte locale
Les coordonnées locales de p sur U sont ¢(p) = (z1(p), ..., tm(p)). Si ¢(p) = 0,
la carte locale est centrée en p. Sinon, il est possible d’obtenir une nouvelle carte
locale centrée en p en y soustrayant le vecteur constant ¢(p).
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3.2 Structure lisse

La théorie de Morse porte sur I’analyse d’une fonction lisse sur une variété lisse.
Afin de rendre possible le calcul différentiel sur une variété, celle-ci doit étre
munie d’une structure additionnelle. Le but de cette sous-section est de définir
cette structure. Pour ce faire, plusieurs définitions seront présentées pour une
m-variété M et une application de coordonnées ¢ : U — U’ C R™.

Définition 3.5. Soit des ouverts U C R™ et V' C R"™. Une application F :
U — V est lisse si chacune de ses fonctions composantes a des dérivées partielles
continues peu importe l'ordre. Si de plus F' est bijective et F'~! est lisse, alors
F est un difféomorphisme (cas particulier d’homéomorphisme).

Définition 3.6. Une fonction f : M — R est lisse en un point p € M s’il existe
une carte locale (U, ¢) autour de p € M telle que f o ¢! soit lisse. La fonction
f est lisse sur M si elle est lisse en tout point Vp € M.

Définition 3.7. Si (U, ¢) et (V, 1) sont deux cartes locales pour une m-variété
M telles que UV # 0, la composition ot : ¢(UNV) — (UNV) est dite
application de transition de ¢ & 1 (transition map, [Leel3]).

Remarque 3.8. Une application de transition est un homéomorphisme, puisqu’il
s’agit d’une composition d’homéomorphismes (remarque 3.2).

Définition 3.9. Deux cartes locales (U, ¢) et (V,1) sont dites compatibles
(smoothly compatible, [Leel3]) si ou bien UV = (), ou bien I'application de
transition ¢ o ¢! est un difféomorphisme.

Définition 3.10. Un atlas lisse sur M, noté A, est une collection de cartes
locales (Uj, ¢;) dont les domaines U; recouvrent M et dans laquelle n’importe
quelles deux cartes locales sont compatibles, puis il est maximal s’il ne peut étre
contenu dans un plus grand atlas.

Définition 3.11. Une variété lisse est une paire (M, .A), o M est une variété
topologique et A est un atlas maximal lisse sur M.

Voyons quelques exemples.

Exemple 3.12. Les espaces euclidiens R™ sont les variétés lisses les plus
simples. Elles admettent (R™, Idgm) comme seule carte locale.

Exemple 3.13. Le graphe d’une fonction lisse f : U € R” — R est le sous-
ensemble de R" x R¥ défini par T'(f) = {(z,y) € R x R¥|z € U,y = f(x)} avec
la topologie du sous-espace de R™ x RF. Soit 7y : R” x R¥ — R”, la projection
(continue) sur le premier terme, et soit ¢ : I'(f) — U telle que ¢(x,y) = =,
la restriction de m & I'(f). ¢ est une application continue, car il s’agit de la
restriction d’une application continue 7;. De plus, ¢ est un homéomorphisme,
puisque son inverse s’écrit explicitement par ¢~ (x) = (z, f(x)). Ainsi, T'(f) est
une variété topologique de dimension n ainsi qu’une variété lisse avec comme
seule carte locale (I'(f), ¢).
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Ensuite, les m-sphéres sont d’autres exemples communs de variétés.

Exemple 3.14. Toute n-sphere unitaire S™ peut étre munie de la topologie du
sous-espace de R"*1. Pour qu’elle soit une variété topologique il ne reste qu’a
définir un ensemble de cartes locales. La structure standard consiste d’abord a
prendre 2(n + 1) cartes locales dont les voisinages sont chaque coté de chaque
axe, c’est-a-dire U;" = {(z1, ..., pt1) € R"Ha; > 0} et U, = {(21, ..., Znt1) €
R™"*1|z; < 0}. Ensuite, soit f : B" — R définie par f(u) = /1 — [u[? de sorte
que chaque U;FHS” soit le graphe de z; = f(21, ..., Ti—1, Tit1, -, Tn+1) €t similai-
rement, chaque U;” N'S™ soit celui de z; = — f(21, ..., Ti—1, Tit1, ..., Tny1). Ainsi,
chaque sous-ensemble UZ-i NS™ est localement euclidien de dimension n grace aux
homéomorphismes (de graphe, comme dans ’exemple 3.13) <Z>;t : Ul-jE NS™ — B
donnés par (b;t(xl,...,xn_i'_l) = (Z1, .., Ti—1, Tit1, -, Tn+1). En d’autres mots,
chaque point p € S” est dans le domaine d’au moins une carte locale, faisant de
S™ une variété topologique.

Sa structure lisse nécessite toutefois des détails additionnels. Soit (U, )
les cartes locales (de graphes) définies plus haut. Pour n’importe quels indices
distincts ¢ < j, application de transition se calcule explicitement :

¢Zi o (qﬁf)*l(ul, oy Up) = (UL ooy U1, Wig 1y weey /1 — \u]Qj, cesy Uy ). Lindice
J signifie que le terme +1/1 — |u|? est & la j© position. Lorsque i = j, (ﬁt o
(¢)~" = Idgn. Ainsi, la collection {(U,¢F)} de cartes locales est un atlas
lisse et donc définit une structure lisse pour S™, faisant de celle-ci une variété
lisse de dimension n.

Voici d’ailleurs plus explicitement un exemple de structure lisse pour la 2-
sphere.

Exemple 3.15. Considérons la 2-sphére S? = {(z,y,2) € R3|z2 +y2 +22 = 1},
une 2-variété dont la structure lisse standard se définit par six cartes locales dont
les voisinages sont :

. UF={(z,y,2) € Rz > 0} e Uy ={(2,9,2) e R¥z < 0}
. Uf ={(z.y,2) €R3ly > 0} « Uy ={(zy,2) e Ry <0}
e Uf ={(z,y,2) € R%z >0} « Uo ={(z,y,2) e R%z2 < 0}

En particulier, considérons les cartes locales (UF,¢F), ou ¢} (x,y,2) =
_ 1 N
(z,y) et ¢ (z,9,2) = (2,y). Alors 67 (2,y) = (z,y, f(z,y)) et 7 (z,y) =

(xay7 _f($>y))a avec f(x7y) = m

Cet exemple sera détaillé davantage tout au long de I'article, jusqu’a la der-
niere section lorsque nous discuterons de sa décomposition en anses.

A cet effet, présentons similairement la structure lisse des espaces projectifs
réels RP™.

Exemple 3.16. RP™ est ’ensemble de toutes les droites passant par ’origine
dans R™*1 avec la topologie du quotient déterminée par la projection naturelle
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7 : R* 1\ {0} — RP™ qui envoie chaque x € R"*1\ {0} au sous-espace engendré
par x, noté [z] = m(x) € RP™.

Soit U; € R™ 1\ {0}, 'ensemble ot x; # 0, soit U; = 7(U;) € RP™, un
ouvert par le théoréme 2.13 (car U; est un ouvert saturé), soit 7| g, U, — U,
une application quotient et soit ¢; : U; — R™ donnée par ¢;([z1,...,Znt1]) =
(3L, z;—’il, 3&;—?, - m%l) L’application ¢; est bien définie, car sa valeur reste
inchangée lorsque x est multiplié par un scalaire non nul, puis par le théoreme
2.13, ¢; est continue, puisque ¢; o 7 l'est.

De plus, ¢; est un homéomorphisme, puisque son inverse est continu et s’ex-
prime explicitement par qbi_l(ul, oy Up) = (U1, ey Ui, 1, U, ..oy up]. Puisque les
ouverts U; pour i = 1,....m + 1 recouvrent RP™, celui-ci est localement eu-
clidien. Sans détailler davantage, RP"" est également de Hausdorff et satisfait
le second axiome de dénombrabilité, donc est une variété topologique. Enfin,
RP™ est également une variété lisse, puisque la collection des cartes locales
{(Ui, i)} forme un atlas lisse. En effet, si ¢ > j, 'application de transition est
Gjo byt (uty .y uy) = (..., H=L M Yol 1w Un) soit un difféomor-

Lt ) SRS o) C9 )
Uj Uj Uj Uj T Uj U uj

phisme de gbZ(Ul N Uj) a (JSJ(UZ N Uj).

Plusieurs autres exemples de variétés et de structures lisses sont présentés a
la fin du chapitre 1 de [Leel3].

Enfin, plus généralement, il existe une structure lisse pour les variétés de
dimensions deux et trois, dont les détails se trouvent respectivement sous le
théoreme A de [Hat22], puis dans [Hat04]. Il est par conséquent difficile de
visualiser une variété sur laquelle il n’existe pas de structure lisse, soit le sujet
discuté dans [Ker60].

4 Théorie de Morse classique

Cette section introduit le sujet d’intérét pour une m-variété lisse compacte M
en trois étapes. D’abord nous décrivons la fonction lisse (de Morse) que nous
voulons analyser en lui donnant une forme standard. Ensuite, nous montrons
son existence, et enfin nous décrivons un champ vectoriel lui correspondant. Les
deux derniéres sections de cet article sont fortement inspirées de [Mat02], puis
certaines explications du chapitre 4 sont inspirées de [Knul5].

4.1 Fonction de Morse

Rappelons d’abord ce qu’est un point critique et ce que signifie qu’il soit dégé-
néré, puis définissons une fonction de Morse.

Définition 4.1. Un point p € M est critique si %g) = 0Vi, ou (1, ..., xy) est
le systeme de coordonnées locales autour de p. Si de plus det(H¢(p)) # 0, alors
Po est non dégénéré, ot Hy(p) est la matrice hessienne de f en p :



40 Théorie de Morse classique

92 92
Té(p) s axlaj;m (p)
Hy(p) = : :
92 9?2
L MO 4

Définition 4.2. Une fonction f : M — R est de Morse si tous ses points
critiques sont non dégénérés.

La fonction hauteur est fréquemment utilisée comme fonction de Morse. Voici
un exemple de telle fonction ainsi que ses points critiques sur la spheére S?
abordée a I’exemple 3.15.

Exemple 4.3. Soit la fonction hauteur h : S? — R définie par h(z,y,2) =
z. Sa représentation en coordonnées sur la partie supérieure de S? (c-a-d le
voisinage UJ) est ho ¢t (z,y) = h(z,y, flzy) = f(z,y) = V1—22 — 2
Ses points critiques se trouvent lorsque le gradient de h o ¢7 - s’annule, c’est-
a~dire lorsque Vf(z,y) = (%7%) = m(—x, —y) = (0,0), ce qui n’est
vrai qu'en (z,y) = (0,0). Ainsi, sur S?, ¢j71(0,0) = (0,0,1) = py est un point
critique correspondant a la valeur critique h(p1) = ¢1 = 1. De plus, Hy =
(1 — a2 —y?) 32 <y2 -1 ;:By ) = det(Hy) = (1 —2? —y?)"2 # 0 en p1.
—ry x°—1

Ainsi, p; est non dégénéré. De facon similaire, sur la partie inférieure de S? (c-
a-d le voisinage U} ), nous trouvons que pg = (0,0, 1) est un point critique non
dégénéré de h avec valeur critique ¢y = h(pg) = —1. Nous pouvons enfin vérifier
que h n’a pas d’autre point critique sur S? (en investiguant sa représentation
sur UF et U;E), faisant de h une fonction de Morse.

Poursuivons comme dans les exemples 3.15 et 4.3 avec la représentation de
h autour de p; et pp comme étant f(z,y) et —f(x,y) respectivement.

Tel que motivé au premier chapitre de [Knul5], nous voyons que la représen-
tation en coordonnées de h autour de chaque point critique motive I'existence
d’une forme standard.

Exemple 4.4. Avec le développement en série de Taylor sur R?, la représen-
tation de h autour de p; est

F,y) = F(0,1) + VF(0,0)(2,9)" +1/2(z, ) (‘01 _01> (5.9 + ..

=1-1/2(z* +y*) + p(x,y)

Comme le polynéome p(z,y) est d’ordre > 3 en z et y, pour des polynomes
A (z,y) et Ao(z,y), nous pouvons récrire f(z,y) = 1 — 22X (z,y) — y>Xo(x,y)
autour de p;. Ainsi, en posant u = x\/A1(x,y) et y = y/A2(x,y), la représenta-
tion de h pour une certaine carte locale autour de py est f(u,v) = h(p;) —u?—v2.

Similairement, autour de pg, f(u,v) = h(po) + u? + v2.
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Théoréme 4.5. (Lemme de Morse)

Sipo = (0,...,0) est un point critique non dégénéré d’une fonction de Morse
f: M — R, alors il existe un systéme de coordonnées locales (X1, ..., Xy,) autour
de pg tel que la représentation de f dans ce systéme de coordonnées ait la forme
standard suivante

f==-X{-X5— . - X34+ X3+ .+ X2+ f(po) (1)

ot A est le nombre d’éléments négatifs sur la diagonale de Hy(po) aprés diago-
nalisation, dit I’indice de py.

Remarque 4.6. Avec la notation de la section précedente, un énoncé alternatif
du lemme de Morse est le suivant. En tout point critique p d’une fonction de
Morse f: M — R, il existe une carte locale (U, ¢) telle que la représentation de

f dans U soit fo ¢~ (z1,...,2m) = f(p) — Zf‘zl xf + xf
Avant de présenter la preuve du théoreéme 4.5, nous avons besoin du lemme

suivant, dont la preuve est une application du théoreme fondamental de calcul
et de la regle de dérivation en chaine, présentée sous le lemme 2.1 dans [Mil63].

Lemme 4.7. Siune fonction f(x1,...,xm) est définie autour de (0, ...,0) avec
f(0,...,0) = (0,...,0), alors il existe m fonctions g1, ..., gm telles que :

1. f(z1,y ey ) = 2191(T1, ooy Tm) + oo + TG (T1, ey Tin)
2. 5L(0,..,0) = gi(0, .., 0)Vi = 1,...m
Montrons a présent le théoréeme 4.5.

Démonstration. Soit (x1,...,Zm), le systéme de coordonnées locales au point
critique pg = (0, ...,0). Nous pouvons supposer que f(pg) = 0 en remplacant f
par f — f(po).

Par le lemme 4.7, autour d’un voisinage de pg, nous avons m fonctions lisses
G1(T1y ey Ty ey Gm (X1, .., T) telles que :

flxy, ey xm) :Za:igi(xl,...,xm) (2)
=1
et
gj; (o) = 9i(po) (3)

Les deux c6tés de I’équation 3 sont nuls étant donné la criticalité de py. En
appliquant le lemme 4.7 & g;(x1, ..., T, ), nous obtenons m autres fonctions lisses
hit(Z1y ooy Tm) s ovey Rim (1, ...y T,) telles que :

gi(xl,...,xm) = ijhij(l‘l,...,l‘m) (4)
7j=1
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dans un voisinage de pg.
En insérant cette équation dans I’équation 2, nous obtenons :

f(:(}l, ,J}m) = Z l’ﬂ?jhij(xl, veey xm) (5)
i,0=1

Enfin, en posant H;; = (hsj + hji)/2, nous obtenons :

f(l‘l, ,l‘m) = Z CCZ'SU]'HZ']'(SUL ,CCm) (6)
3,j=1
et
Hij(w1, .oy xm) = Hji(21, o0y Tin) (7)

L’idée de la preuve est de changer la représentation de f dans I’équation 6
pour une représentation de la forme standard de I’équation 1 en procédant par
induction sur le nombre de termes.

Calculons désormais les dérivées partielles de second ordre de f (selon I’équa-
tion 6) évaluées a l'origine, comme suit :

0*f
8:1718117 g

(po) = 2H;;(po) (8)

Puisque le point critique py est non dégénéré(detH;;(po) # 0), nous pouvons
en tout temps supposer, a l'aide d’'un changement de coordonnées approprié,
que :

82
aé(po) 40 (9)

En effet, voyons ceci dans un cas ou les coordonnées sont (x,y), ou pg = (0,0).

Si %(po) # 0 et giy{(po) = 0, en interchangeant les axes, nous obtenons la

validité de 9. Si cette fois %(po) = giyg(po) = 0, la matrice hessienne de f en
po = (0,0) dans les coordonnées (z,y), ou a # 0, a lallure suivante :

Hy(po) = <2 8)

Soit (X,Y’), un nouveau systéme de coordonnées donné par r = X — Y et
y = X +Y et soit H; la matrice hessienne de f dans ce systéme de coordonnées.
Alors Hy a la forme suivante :
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Hy(po) = <2oa _%a>

La validité de 9 s’ensuit et se généralise pour tout systéme de coordonnées.

Ainsi, par ’équation 8, Hi; # 0 et comme Hi; est continue, elle ne s’annule
pas dans un voisinage de py.

Soit (X1, x2, ..., Tm), un nouveau systéme de coordonnées locales, ou :

m
/ Hy;

Nous pouvons montrer que le déterminant du Jacobien de la transforma-
tion de (X1, 2, ..., Tm) & (x1, 22, ..., Tym) évalué en py est non nul, et donc nous
pouvons effectivement prendre (X1, 2, ..., ) comme systéme de coordonnées
locales.

Finalement, en évaluant le carré de X; et en le comparant a ’équation 6,
nous avons :

= Xt + Y _gwiwjHyy — (CowiHy)?/H11,  Hip >0 (1)
—X12 + ZZZ-ZQ :UixjHij — (E;n;? xiHli)Z/Hll, Hqip < 0.

Ainsi, nous observons dans 11 que les termes & partir du second sont indé-
pendants de X1, et donc en procédant similairement avec Xo jusqu’a X,,, nous
pouvons alors montrer que f peut étre représentée comme dans I’équation 1, ce
qui achéve la preuve. ]

Concluons cette sous-section avec deux corollaires importants du lemme 4.5.

Corollaire 4.8. Les points critiques d’une fonction de Morse f : M — R sont
tous isolés les uns des autres.

Démonstration. Avec la notation de la remarque 4.6 sous le lemme de Morse
(lemme 4.5), nous voyons que la i-ieme dérivée partielle de f o ¢! est +2ux;,
et donc 0 € ¢(U) est le seul point pour lequel les dérivées partielles de f o ¢!
s’annulent. Ainsi, le seul point critique de f dans U est p = ¢~1(0). O

Corollaire 4.9. Une fonction de Morse f: M — R sur une variété compacte
M admet un nombre fini de points critiques.

Démonstration. Par le corollaire 4.8, tous les points critiques de f sont isolés.
Comme ’ensemble des points critiques de f est fermé dans M (tel qu’expliqué a
la remarque 2.5), il existe un recouvrement ouvert de M, tel que chaque élément
de ce recouvrement contienne au plus un point critique de f. Puisque M est
compacte, par la définition 2.9, nous pouvons en extraire un sous-recouvrement
fini, d’ot1 le nombre de points critiques est fini. O
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4.2 Existence d’une fonction de Morse

Si une fonction de Morse existe, nous connaissons une forme standard pour celle-
ci. Mais sommes-nous certains de son existence ? Oui, nous le sommes. Le but de
cette sous-section est de montrer ceci en cherchant une fonction qui soit « proche
» d’une fonction de Morse. Définissons d’abord ce que signifie que f,g: M — R
soient « proches », ou alternativement, que f soit une (C?, €)-approximation de
g.

Soit un ouvert U C M sur lequel est défini un systéme de coordonnées
(1, ..., Tm) (U est un voisinage en coordonnées tel que défini a la section pré-
cédente). Soit K C U un ensemble compact et € > 0. Alors f est une (C?, ¢)-
approximation de g dans K si les inégalités suivantes sont satisfaites Vp € K :

\J;(p) —g(pa)! <,
afiQ(p) - ani(P)J <e i=1,..,m (12)
78xié{vj (p) — 8%&9% (p)’ <e€ i,j=1,...,m.

Puisque les variétés étudiées dans ce chapitre sont compactes, il existe un
nombre fini de voisinages Uy, ..., Uy dont I'union est égale a M. De plus, pour
chaque ¢ = 1...k, choisissons un ensemble compact K; C U; tel qu’on ait aussi
M=K U..UKj.

Ceci méne a la définition d'une (C?, €)-approximation sur M, nécessaire a la
présentation du théoréme d’existence qui suit.

Définition 4.10. Une fonction f : M — R est une (C?, ¢)-approximation d’une
fonction g : M — R si f est une (C?, ¢)-approximation de g sur K; pour chaque
l=1,..k.

Théoréme 4.11. (Ezxistence d’une fonction de Morse)

Soit M une m-variété compacte et g : M — R une fonction lisse définie sur
M. Alors il existe une fonction de Morse f : M — R qui soit une (C?,¢)-
approzimation de g.

Plusieurs résultats seront énoncés avant de présenter la preuve de ce théo-
reme. Comme il existe plusieurs fonctions lisses définies sur M, le théoreme 4.11
implique également qu’il existe plusieurs fonctions de Morse définies sur M.

Lemme 4.12. Soit R™ = {(x1,...,zm)}, un espace euclidien de dimension m,
U, un ouvert de R™ et f : U — R, une fonction lisse définie sur U. Alors il
existe des coefficients aq, ..., a, € R tels que

f(x1, ey xm) — (@121 + .. + aTiy) (13)

soit une fonction de Morse sur U. De plus, les coefficients aq, ..., a;, peuvent étre
choisis aussi petits que souhaité.
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La preuve de ce lemme requiert une clarification de la structure introduite
sur une variété topologique. Soit U, un ouvert de R™ et h : U — R™, une
application lisse envoyant un point p = (z1, ..., ;) € U & un point (y1, ..., ym) €
R™ ou chaque composante s’écrit par y; = h;(z1, ..., Tm)Vi = 1...m. Il s’agit de
la représentation de h : U — R™ que nous pouvons exprimer par un vecteur

hy
=1 :|. (14)
hom,
Définition 4.13. Le Jacobien de h en un point p € U est défini par
Sp) ... Pu(p)
Jn(p) = : ’ :
G (p) ... G=(p)

Définition 4.14. Un point p € U avec det(J,(p)) = 0 est critique pour I'ap-
plication h : U — R™. L’image h(p) C R™ d’un point critique p est une valeur
critique de h.

Le théoreme de Sard, dont la preuve dépasse 1'objectif de cet article, est né-
cessaire pour justifier I’existence d’une valeur ¢ non critique pour h. La preuve
compléte du théoréme 4.15 ainsi que la théorie préliminaire a celle-ci sont pré-
sentées au chapitre 6 de [Leel3].

Théoréme 4.15. (Théoréme de Sard)
L’ensemble des wvaleurs critiques d’une application lisse h : U — R™ est de
mesure nulle dans R™.

Procédons a la démonstration du lemme 4.12.

Démonstration. L’idée de la preuve est de sélectionner aq, ..., a,, € R assez petits
de sorte que

F:f(.l‘l,...,.l‘m) _(a1$1+-~-+am$m) (15)
soit une fonction de Morse. Définissons une application h : U — R™ par
of
o
h=1 : (16)
of
OTm
Le Jacobien de h en p est
o2 f 92 f
922 (p) Oz 10T ()
Jn(p) = = Hy(p)
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Ainsi, p est un point critique de h: U — R™ si et seulement si det(Hs(p)) = 0.

Par le théoréeme de Sard, comme ’ensemble des valeurs critiques dans R™
est de mesure nulle pour chaque voisinage de chaque point de R, il existe une
valeur non critique de h, soit ¢ € R™ tel que ¢ = (a1, ..., ay,) (pres de Porigine).

Montrons désormais que F' est une fonction de Morse. Si p est un point
critique pour F', alors g—i(p) = g—i(p) —a; = 0Vi = 1...m, et alors ngi(p) = a;,
c’est-a-dire

a
hp) = | : (17)

am

par la définition de h.

Or, le fait que ¢ = h(p) n’est pas une valeur critique de h équivaut a ce que
p ne soit pas un point critique de h, et donc que det(H¢(p)) # 0.

Puisque f et F' ne different que par une fonction linéaire, H¢(p) = Hp(p),
il s’ensuit que p est un point critique non dégénéré de F'. Le fait que ce point
critique soit arbitraire implique que tous les points critiques de F' sont non
dégénérés, et donc que F' est une fonction de Morse. O

Avant de présenter la preuve du théoréeme 4.11, énoncons deux autres lemmes
dont les preuves seront omises puiqu’elles dépassent également ’objectif de cet
article. Elles sont présentées dans [Mat02] et [Lan95].

Lemme 4.16. Soit C C M, un ensemble compact d’une m-variété. Si une
fonction g : M — R n’a pas de point critique dégénéré dans C, alors pour
un certain € > 0, toute (02,6)-appr0$imation f de g n’a pas de point critique
dégénéré dans C.

Lemme 4.17. Soit U, un domaine d’une carte locale (ou simplement domaine
local), et K, un sous-ensemble compact de U, alors il existe une fonction lisse
h:U — R définie sur U satisfaisant les propriétés suivantes :

1.0<h<1

2. h prend la valeur 1 sur un voisinage ouvert V. contenant K

3. h prend la valeur 0 hors d’un ensemble compact L C U contenant V
Nous procédons désormais a la démonstration du théoréme 4.11.

Démonstration. L’objectif est de construire une (C?, ¢)-approximation f de g.
Pour ce faire, choisissons deux recouvrements de M, I'un formé des domaines
locaux Uj, et 'autre formé des ensembles compacts K; C Uj, pour | = 1,2, ..., k.
L’idée de la preuve est de construire des fonctions f; par récurrence sur [, en

commencant par fp, n’ayant pas de point critique dégénéré dans | Kj,l =
I=1
1,..., k. Lorsque | = k, nous aurons la fonction de Morse désirée.
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Posons fo = get C; = K1 U...UK; avec Cy = ) . Notons que C; est compact,
puisque 'union d’un nombre fini de compacts est compacte.

Comme hypothese de récurrence, supposons que f;_1 : M — R n’a pas de
point critique dégénéré dans C;_;. Construisons f; a partir de f;_1.

Soit (x1, ..., Tm ), le systéme de coordonnées choisi pour U;. Par le lemme 4.12,
il existe des coefficients aq, ..., a,, assez petits tels que Fj_1 = fi_1(x1, ..., Tm) —
(a1214 ...+ amxy,) soit de Morse sur U;. Modifions cette fonction pour I'exprimer
a lextérieur du domaine local U; en appliquant le lemme 4.17 & U; et K, afin
d’obtenir h; : Uy — R.

En définissant L; € U; comme un compact en dehors duquel h; prenne la
valeur 0, construisons f; a l'intérieur de U; (« int U; ») et a Pextérieur de L; («
ext L; ») respectivement comme suit :

f — fl—l(xb 7$m) - (CLl.ﬁUl + ...+ am'xm)hl(xh ,l’m) (lnt Ul)
: fl—l(xla ---vxm) (ext Ll)

Remarquons que la fonction f; correspond a la fonction F;_; dans un voisi-
nage du compact K; ou hy(x1, ..., ) = 1. Ainsi, il suit que f; n’a pas de point
critique dégénéré sur cette région.

Ensuite, vérifions que f; est une (C?,¢)-approximation de f;_;. Pour ce
faire, calculons les valeurs absolues des dérivées de premier et second ordres
de fi—1(p) — filp) = (a121 + ... + amzy)hi(p) sur U; pour p = (z1, ..., Tm) €t
i j=1,..m.

(a;ihi(p) + (@121 + ... + am$m)ggi(p)’

Of_
O () — 2 <p>| —

Pk ) — o2 )] =

8I¢8m]' - 8I¢8m]' (18)

2
(aigTh;(p) + aj%(p) + (a121 + ... + ama:m)iaigéj (p)

I

i,j=1,...,m, oUp=(T1,.... Tp).

Comme 0 < h; < 1 et que by = 0 a 'extérieur de L;, nous pouvons borner su-
périeurement les dérivées d’ordre un et deux par le théoréme de valeur maximale.
Ainsi, en choisissant ar, ..., a,, suffisamment petits, f; peut étre (C2,¢)-proche
de fi—1 dans K;. Ensuite, pour approximer f; dans les K; pour j # [, utilisons
le systeme de coordonnées (y1, ..., ym) dans le domaine local U;.

L’évaluation des dérivées de |fi—1(p) — fi(p)| sur U; N U; s’exprime comme
la partie de droite des équations du haut grace a une transformation appropriée
entre (1, ...,Tm) €t (Y1, ..., Ym)-

Encore par le théoreme de la valeur maximale, la valeur absolue de chaque
composante du Jacobien de cette transformation sur K; N L; est bornée supé-
rieurement, alors pour des valeurs de ay, ..., a,, assez faibles (en valeur absolue),
la partie de droite des équations sur K; N L; est aussi petite que souhaité. Ainsi,
comme f; = f;_1 a Pextérieur de L;, nous avons que f est (C2, €)-proche de f;_;.
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Puisque ce processus peut étre répété pour [ = 1, ..., k, il suit de la définition
d'une (C?, ¢)-approximation que f; en est une de f;_; Ve > 0.

Enfin, par ’hypothese de récurrence, f;_1 n’a pas de point critique dégénéré
dans Cj_1, et par le lemme 4.16, comme f; est (C2,¢)-proche de f;_1, elle n’en
a pas non plus dans C;_1. De plus, puisque nous avons montré que f; n’a pas
de point critique dégénéré dans Kj, il suit que f; n’en a pas non plus dans
Ci_1UK; =C.

Ainsi, en procédant par récurrence pour [ = 1,..., k, nous obtenons que fi
n’a pas de point critique dans Cy, = M et donc que fi est de Morse sur M.
De plus, fi est (C2,¢)-proche de g pour ¢ pour n’importe quel € spécifié (pas
nécessairement le méme €). Ceci conclut la preuve. O

4.3 Champ vectoriel gradient

Nous nous intéressons désormais au champ vectoriel gradient sur une variété M
correspondant & une fonction de Morse f : M — R dans le but d’investiguer les
décompositions en anses de la variété M (sujet de la prochaine section).

Pour ce faire, rappelons d’abord trés sommairement certains concepts de
calcul différentiel dans R™. Une présentation plus rigoureuse de cette théorie
se trouve aux chapitres 3 et 8 de [Leel3], mais ne sera pas présentée dans cet
article afin de mettre I'accent sur la théorie de Morse.

Soit M une variété de dimension m plongée dans R™ (la dimension de M,
n’est généralement pas la méme que celle de I'espace dans lequel elle est plongée),
p € M et v, un vecteur par p tangent a M. L’ensemble de tels vecteurs est 1), M,
I’espace vectoriel tangent a M en p, qui est de méme dimension que M. Le
vecteur vitesse d’une courbe sur M est un exemple typique de vecteur tangent.
Soit ¢ : (a,b) — R™, une courbe lisse dans R™ et (X1, ..., X,;,), les coordonnées
de R™. Alors ¢ s’exprime par :

c(t) = (X1(t)y ..., Xpn(t)),a < t <. (19)

Supposons que 0 € (a,b) et que ¢(0) = p. Le vecteur de vitesse instantanée,
la dérivée, en t = 0 est alors donné par :

vz %) = <Xm

X
- & 0),... (o)). (20)

odt

Soit v = (v1,...,vm) € Tp(M) et f : U — R™, une fonction définie dans
un voisinage U C M de p. Considérons une courbe comme dans (19) telle que
¢(0) = p. Si la vitesse initiale de cette courbe est v, alors nous avons :

de dX i

= — —_— = ¥ ‘:1... . 21
v dt(O):> o (0) =vj,j ) (21)

Enfin, considérons la restriction de f a la courbe ¢, soit une fonction a une
variable f(c(t)), que nous dérivons en ¢t = 0 & 1’aide de la régle de dérivation en
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chaine pour obtenir le résultat suivant :

dhotit dtf< 1), s X ()]

dx
Tlan( )= (0) (22)
Z] 195 ax (p
Nous Voyons avec la derniere ligne que le résultat ne dépend pas de ¢, alors
la dérivée L dt ‘ 1o S'€écrit comme v - f, soit la dérivée directionnelle de f vers

v. De plus, (22) indique que v - f > 0 si et seulement si f(c(t)) croit, c’est-a-dire
si et seulement si v pointe vers la ou f croit.

Définissons & présent un champ vectoriel et une généralisation d’un champ
vectoriel gradient.

Définition 4.18. Un champ vectoriel X sur U, un domaine d’une carte locale
dans M, est défini par :

0

X:fla—ler...Jrfm (23)

0xTm

ou &1, ..., &m sont des fonctions définies sur U. Si ces fonctions sont lisses, X
est un champ vectoriel lisse sur U. Lorsque & = f , X est le champ vectoriel
gradient de f, noté Xy.

En d’autres mots, un champ vectoriel X sur une variété lisse M peut étre
vu comme une application associant a chaque p € M un vecteur ¢ € T),M, puis
I’expression X - f représente la dérivée directionnelle de f selon X, c’est-a-dire
que (X - f)(p) représente la dérivée de f au point p dans la direction du vecteur

X(p).

Définition 4.19. Soit f: M — R une fonction de Morse sur une m-variété M
compacte et X un champ vectoriel lisse sur M, alors X est un champ vectoriel de
type gradient (gradient-like vector field, [Mat02]) pour f si les deux conditions
suivantes sont respectées :

1. X - f > 0 a lextérieur des points critiques de f

2. Si pg est un point critique de f d’indice A, alors pg a un voisinage V avec
un systéme de coordonnées (x1,...,2,,) tel que f ait la forme standard
suivante :

f= —m%—x%—...—w%\—i—xiﬂ—i—...—i-mgl-i-f(po) (24)

et tel que X s’écrive comme son champ vectoriel gradient comme suit :
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Remarque 4.20. Si X est un champ vectoriel de type gradient pour f, alors
X -f=00" ngi 821-) - f = ﬁl(%)Q > 0, ou ’égalité survient aux points
critiques de f. Ainsi, en dehors des points critiques de f, X pointe dans la

direction de la croissance de f (premier point de la définition).

De facon similaire a la fonction de Morse, nous pouvons montrer I’existence
d’un champ vectoriel de type gradient.

Théoreme 4.21. Si f : M — R est une fonction de Morse sur une variété
compacte M, alors il existe un champ vectoriel de type gradient X pour f.

Démonstration. Similairement a la preuve du théoreme 4.11, choisissons un re-
couvrement fini Uy, ..., Uy de M ainsi qu'un ensemble compact K; pour chaque
Uj tel que Ky, ...Ky recouvre M. De plus, supposons que chaque point critique
p; a un voisinage V; contenu dans exactement un des domaines locaux Uj;, et que
f prenne une forme standard dans chaque Us.

L’idée de la preuve est de construire un champ vectoriel gradient X; de f
dans chaque U; afin d’obtenir le champ X désiré.

Afin de définir un champ vectoriel lisse X sur I'entiereté de M, considérons
hj : U; — R telle que h; soit une fonction lisse avec 0 < h; < 1, out hj = 1 dans
un voisinage V; de K; et h; = 0 a I'extérieur d'un compact L; C U; contenant
Vj, comme dans le lemme 4.17, laquelle nous prolongeons a une application lisse
hj: M — R en posant h; = 0 a I'extérieur de U;.

Soit X; le champ gradient de f sur l'ouvert U;. Considérons le champ
vectoriel h; X; qui assigne a chaque point p € U; le vecteur h;(p)X;(p), le-
quel nous prolongeons également a un champ vectoriel lisse sur M en posant
hjX; = (0,...,0) a extérieur de Uj.

Montrons a présent que Z?:l h;X; est le champ vectoriel de type gradient
désiré.

D’abord si p € Uj, alors (X - f)(p) > 0, puis si p ¢ Uj, alors h; X;(p) = 0.
Ainsi, la dérivée de f en chaque composante de la somme 22?:1 h;X; satisfait
(hjX; - f)(p) > 0. Rappelons que les ensembles compacts K7, .., K} recouvrent
M et donc p est contenu dans au moins un d’eux, disons Kj, ou h; = 1 et
(X; - f)(p) > 0. Ceci montre que la dérivée de f par au moins un des termes
de la somme est strictement positif, d’ott X - f > 0, soit la condition (i) de la
définition 4.19.

Ensuite, nous avons choisi un voisinage V d’un point critique pg contenu
dans seulement un U; dans lequel h; = 1. De plus, f a une forme standard sur
U; et donc h; X; est un champ vectoriel de la forme (25) dans V. Puisque le reste
des termes h; X; de X sont nuls dans V', nous avons que X satisfait la condition
(ii) de la définition 4.19, ce qui montre I'existence d’un champ vectoriel de type
gradient. O

Afin de mettre la table pour la prochaine section, définissons brievement les
courbes intégrales (integral curves, [Mat02]) d’un champ vectoriel X sur une
variété M.



G. Soroka-Perras 51

Définition 4.22. Une courbe ¢(t) est une courbe intégrale d'un champ vectoriel

X si%(t) = X (1) pour chaque t ot ¢(t) est définie. Le terme de(t) correspond

au vecteur vitesse de la courbe c.

En d’autres mots, une courbe intégrale d’un champ vectoriel X est le chemin
d’une particule se déplacant avec X selon son vecteur vitesse. Si X est un champ
vectoriel de type gradient d’une fonction de Morse f : M — R, ou M est une
variété lisse compacte sans bord, alors la courbe intégrale c¢,(t), commengant
a un point arbitraire p, approche un point critique pg lorsque t — oo et t —
—o0. Lorsque la courbe approche pg, le vecteur vitesse diminue de sorte que la
particule n’atteigne jamais pg.

Théoréme 4.23. Si f n'a pas de valeur critique dans lintervalle [a,b], alors
M, ={p € Mla < f(p) < b} est difféomorphe au produit f~*(a) x [0,1].

Démonstration. Soit X, un champ vectoriel de type gradient pour f. Puisque
X - f > 0 pour les points non critiques de f, nous pouvons définir un nouveau
champ vectoriel Y sur M dont nous excluons les points critiques tel que ¥ =
)%fX . Par hypothese (de I'énoncé), M|, ne contient pas de point critique de
f, alors M est dans le domaine de Y. Considérons la courbe intégrale c,(t) de Y’
commencant & un point p de f~1(a). Par la définition du vecteur vitesse, nous
obtenons :

d dc 1

—f(cp(t)) = a(t) f= Yc(t) f= X7f

" X f=1 (26)

Comme la courbe intégrale ¢,(t) commence au niveau f = a au temps t = 0,
elle atteindra le niveau f = b au temps t = b — a.

Définissons une application h : f~1(a) x [0,b—a] — M) par h(p,t) = cy(t).
Nous pouvons désormais montrer que h est un difféomorphisme en utilisant le
fait que ¢,(t) soit lisse selon p et t ainsi que le fait que deux courbes inté-
grales distinctes ne se rencontrent pas. La preuve se conclut en remarquant que
fYa) x [0,b—a] = f~1(a) x [0,1]. O

Cette section prend fin avec un résultat facilitant I’analyse des points cri-
tiques.

Théoreme 4.24. Soit f : M — R wune fonction de Morse sur M dont les
points critiques sont pi, ..., py, alors il existe une fonction de Morse [ sur M
ayant les mémes points critiques que f et telle que f'(p;) # f'(pj) si pi # pj
pour i,j = 1,...,r. De plus, f' peut étre prise comme (C?,¢)-approzimation de

f.

Démonstration. Supposons que les points critiques p1 et pe de f correspondent
a la méme valeur critique ¢ = f(p1) = f(p2), puis modifions légeérement f. Par le
lemme 4.12, nous pouvons choisir un systéme de coordonnées (z1, ..., Z,,) pour
p1 ol f ait la forme f=—af — .. —a3 +a3,, +...+a2 +c
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Calculons Xy - f, ou X est le champ vectoriel gradient de f pour les coor-
données données :

Xpf= (af>2+...+<af)2+...+<af)2 =423+ 2y +ad). (27)

o0x1 ox) 0z,

Considérons, pour € > 0, Dy, et D, les disques de dimension m centrés en p;
de rayons 2¢ et € respectivement. II suit cette équation que 4¢? < X i f < 4(2¢)?
dans la région Do, — intD..

Notons par K 1’ensemble compact D, et par U, int(Ds.) de sorte que U soit
un ouvert contenant un compact K. Considérons, comme dans le lemme 4.17, la
fonction h : U — R, laquelle nous prolongeons a une fonction lisse sur I’entiereté
de M en posant h = 0 a 'extérieur de U.

Posons désormais f = f + ah. Puisque f = f a Uextérieur de U, f et f y
ont les mémes points critiques. Ainsi, le seul endroit ot f a possiblement un
ensemble de points critiques différents est la région entre D, et Do.

Calculons alors les différences des premiéres dérivées partielles de f et f :

of of

oh

= 2
|a8:ri (28)

I1 suit alors que tant que la valeur absolue de a est assez petite, la différence
entre Zg’;l(%)Q et Zf’;l(%)Q est assez petite, puis comme Z;’;l(gg_ )2 =X f

atteint sa valeur minimale 4¢2 > 0 entre Do et D, alors >/ ( g i )2 prend sa

valeur minimale non nulle dans cette région également. Ainsi f n’a pas de valeur
critique dans cette région.

Nous pouvons conclure que f et f ont le méme ensemble de valeurs critiques,
donc f est aussi une fonction de Morse. De plus, nous avons que f(p1) = f(p1)+a
et f(p2) = f(p2), alors méme si f(p1) = f(p2), f(p1) # f(p2). Nous pouvons
réutiliser cet argument pour définir une fonction dont les valeurs critiques sont
distinctes pour des points critiques disctincts. Enfin, pour montrer que f est
une (C?, €)-approximation de f, nous appliquons le méme argument que dans la
preuve du théoréme 4.11. ]

5 Décomposition en anses

Dans cette section, inspirée de [Mat02], nous nous intéressons a la variation,
selon ¢, du sous-ensemble M; = {p € M|f(p) < t} d’une variété compacte M
sur laquelle une fonction de Morse f : M — R est définie.

Le théoreme suivant est une adaptation plus concrete du théoreme 4.23 de
la section précédente. La preuve nécessite cependant une compréhension plus
approfondie que ce qui a été présenté sur les courbes intégrales, et par conséquent
sera omise de cet article. Voir [Mat02] pour les détails.
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Théoréme 5.1. Si f n’a pas de valeur critique dans [a, b], alors les sous-variétés
M, et My sont difféomorphes.

Nous remarquons de ce théoreme que M; ne change que lorsque t passe par
une valeur critique.

De plus, par le corollaire 4.9, f admet un nombre fini de points critiques p;,
disons n + 1, puis par le théoreme 4.24, nous pouvons supposer que les valeurs
critiques ¢; = f(p;) sont distinctes, telles que ¢y < ¢1 < ... < ¢p.

Avec la notation de 'introduction de la section, nous remarquons que M; = ()
sit < ¢y, et que My = M sit > c,. Observons de plus pres 'allure de M; aux
alentours du minimum ¢y grace a la forme standard de f, laquelle ne contient
pas de signe négatif puisque f > ¢g. L’indice de pg est donc 0.

f=a+. .. +22 +c (29)

Ce qui a été mentionné plus haut peut se récrire par M.,_. = 0, puis nous
pouvons exprimer M, 1. a 'aide de I’équation 29 comme suit :

Meyye = {(21, . m)|a? + .. + 27, < €} (30)

Ce qui nous indique que M, ;. est difféomorphe au disque D™, que nous
appellerons bientot O-anse.

Le théoréme suivant, dont la preuve sera omise pour les mémes raisons que
celle du théoreme 5.1, décrit le passage par une valeur critique.

Théoréme 5.2. L’ensemble M., est difféomorphe a la variété obtenue en
attachant une A-anse a M., _., c’est-a-dire M, 4¢ = M, —c U DA x DA,

Attacher une A-anse D* x D"™"* & M., . en collant 9D* x D™~ le long des
bords de M, _. se fait en définissant une application ¢ : OD> x D™ OM., ¢
identifiant chaque point p € D* x D™ avec ¢(p) € OM,, _..

Les anses mentionnées au théoréme précédent motivent la prochaine défini-
tion.

Définition 5.3. Une variété avec bords obtenue a partir de D™ en y attachant
des anses de divers indices est un corps en anses de dimension m. Il se définit
plus précisément par sa construction selon les trois étapes suivantes :

1. Le disque D™ correspondant a une 0-anse est un corps en anses

2. La variété D™ Uy, DM x D™ obtenue de D™ en attachant une \j-anse
avec une fonction de collage ¢; est un corps en anses noté H(D™; ¢1)

3. Si N = H(D™;¢1,...,i—1) est un corps en anses, alors la variété N Uy,
DA x D™ i gbtenue de N en attachant une \j-anse DY x D™~ i avec
une fonction de collage ¢; est un corps en anses de dimension m, noté

H(D™; 1, .oy Pim1, P5)
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Remarque 5.4. L’expression attacher une anse cache un recollement ¢ (atta-
ching map, [Mat02]) correspondant a un plongement lisse (smooth embedding,
[Mat02]).

Théoréme 5.5. (Décomposition en anses d’une variété)

Lorsqu’une fonction de Morse f : M — R est donnée sur une variété compacte,
une structure d’un corps en anses sur M est déterminée par f. Les anses de
ce corps en anses correspondent aux points critiques de f, et les indices de ces
anses coincident avec les indices des points critiques de f correspondants. En
d’autres mots, M peut s’exprimer comme un corps en anses. Lorsqu’une variété
est ainsi exprimée, elle est appelée décomposition en anses.

Démonstration. En choisissant judicieusement une (C?, ¢)-approximation, sup-
posons que tous les points critiques d’une fonction de Morse f : M — R puissent
correspondre & des valeurs critiques ¢; = f(p;) distinctes (théoréme 4.24) clas-
sées en ordre croissant, puis nommons A;, 'indice du point critique p;. Soit X un
champ vectoriel de type gradient pour la fonction de Morse f sur M. La preuve
du théoreme 5.5 sera faite par récurrence sur .

D’abord pour ¢ = 0, l'indice de py est 0, puis M4 est difféomorphe au
disque D™, tel que mentioné plus haut, qui est un corps en anses par le premier
point de la définition.

Supposons ensuite, comme hypothese de récurrence, que M., 4. est un
corps en anses H(D™; ¢1, ..., $i—1). Montrons que M, ;. est un corps en anses
H(D™; ¢1, s Pi1, Pi)-

Rappelons que M., . est difféomorphe a la variété obtenue en attachant une
A-anse a M.,_. (5.2) par Papplication de collage ¢ : dDNi x DA OM,—c.

Comme lintervalle [¢;_1 + €,¢; — €] ne contient pas de valeurs critiques,
M., ,+c est difféomorphe a M. _. par le théoréeme 5.1. Ce difféomorphisme,
Vi Mg, 4e — M, est donné en laissant M., 1. « glisser » le long du champ
vectoriel de type gradient X jusqu’a ce qu’il corresponde a M., ..

Par I’hypothése de récurrence (laquelle indique que M., ,y. est un corps
en anses H(D™; ¢1,...,¢i—1)), nous avons que M., _. est difffomorphe au méme
corps en anses. Ainsi, la variété M., ;. est aussi difféomorphe a un corps en anses
par le troisieme point de la définition 5.3. Ceci acheve la preuve. ]

Détaillons davantage ’application de recollement de la nouvelle \;-anse. Par
I'hypothése de récurrence, M., ,+. est le corps en anses H(D™; ¢1,...,¢;—1) de
sorte que le difféfomorphisme v énoncé plus haut puisse étre vu comme un dif-
féomorphisme de H(D™; ¢1,...,¢i—1) & M.,_.. Plus précisément, la \;-anse est
attachée a M., _. plutét qu’au corps en anses H(D™; ¢1, ..., pi—1).

Ainsi, lorsque M., est identifiée avec le corps en anses H(D™; ¢1, ..., pi—1)
par le difféomorphisme v, la A\;-anse est attachée au corps en anses par la com-
position ¥t o ¢ : DY x D™ A — 9{H(D™; ¢1,...,¢;_1)}. Alors en posant
™1 o ¢ = ¢;, nous obtenons effectivement que M., . est le corps en anses
H(D™; 1, e pim1, 4i) = H(D™; @1, ..., dim1) Up, DM x D™=,
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Consolidons la théorie présentée dans cet article a I’aide de deux exemples,
le premier étant une généralisation des exemples 3.15 et 4.3, puis le second
détaillant ’exemple 3.16.

Exemple 5.6. Soit S™ = {(z1, ..., Tm, Tmt1)|2] + ... + 22, + 22, = 1},
la sphére de dimension m, sur laquelle nous définissons f : S™ — R par
f(x1, ooy iy Tint1) = Tm+1, la fonction hauteur selon la m + 1-iéme coordonnée.

Les dérivées de premier ordre sur les hémispheres Unjs 41 sont % = —Iriﬁ,
alors les deux seuls points critiques de f sont (0, ..., £1). Nous validons également

qu’ils sont non dégénérés, faisant de f une fonction de Morse.
Cet exemple meéne au théoreme suivant [Mil63] :

Théoréme 5.7. S’il existe une fonction de Morse f : M — R sur une m-variété
compacte M ayant seulement deux points critiques, alors M est homéomorphe
a la sphére S™.

Discutons de 'idée générale de la preuve du théoreme 5.7.

Soit f : M — R, une fonction de Morse n’ayant que deux points critiques
définie sur une m-variété compacte M. Par le théoreme de valeur maximale, f
admet un minimum en A = f(a) € R et un maximum en B = f(b) € R.

Par la forme standard du théoréme 4.5, pour un certain € > 0, les ensembles
YA, A +€]) et f71([B — ¢, B]) sont homéomorphes & des m-disques.

Par le théoréme 5.1, f~1([A, A+ €]) est diffSomorphe & f~1([4, A+ B — ¢]).

Ainsi, M = f~Y([A, A+€]) Uy fH([B —¢, B]), olt ¢ est le recollement autour
des bords communs des deux m-disques.

La preuve se conclut en construisant un homéomorphisme entre M et S™.

Exemple 5.8. L’espace projectif RP™ (aussi noté P™) défini & I’exemple 3.16
est compact grace au théoreme 2.10 et a la projection (fonction continue) de S™
sur P™. En effet, ceci s’observe en choisissant « de sorte que yf +...+y2,,; = 1,
ou « est celui de la relation d’équivalence des éléments de P :

(Yl ooy Ymt1] = [T15 ooy Tmr1] <= (Y1, ooy Ymt1) = (X1, ooy Tpr1)-
Pour a1 < ... < amy1, considérons la fonction f : P™ — R définie par :

2 2
0127 + ... + Q1T
2 2 )

i P ol e |

F(z1, oy Ty Timy1]) =

Cette fonction est bien définie sur P, puisqu’elle ne change pas lorsque nous
remplagons x; par ax;.

Considérons ensuite les ouverts des cartes locales définies a ’exemple 3.16.
Les expressions de f et de son gradient dans le systéme de coordonnées locales
sont données par :

CLl‘)(lg +o+ az‘le?,l +a; + CLZ'+1XZ<2 —+ ...+ aerng,L

Xp, oy X)) = !
FX1, s Xim) X2+ X2 14+ X2 oy
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et

of _ 2Xm{(am+1 — a)) X3+ oo+ (g1 — am) X2 + ams1 — a;} (32)
0Xm (X2+ ...+ X2 +1)?

Comme a1 < ... < Gp41, ég(—fm s’annule si et seulement si X, = 0, puis la
dérivée partielle de la restriction f|x, —o selon X,,_1 s’annule si et seulement si
Xm—1 =0, processus que nous répétons afin d’obtenir qu’un point critique de f
dans le voisinage U; doit satisfaire X; = ... = X,,, = 0.

Ensuite, en dérivant 1’équation 31 selon X7 jusqu’a X; 1, nous pouvons
conclure que le seul point critique de f sur U; est Dorigine dans le systéme de
coordonnées (X1, ..., X;,), c’est-a-dire [0, ...,0,1,0, ..., 0], ot la i-iéme coordonnée
est 1.

La matrice hessienne (Mfiaka) en ce point est diagonale et a un déterminant

non nul, puisque les (i — 1) premiers éléments de sa diagonale sont négatifs, et
les autres sont positifs. Le point critique est donc non dégénéré d’indice i — 1.

Ainsi, la fonction de Morse f : P — R a m + 1 points critiques d’indices
0,1,...,m, donnant a P la décomposition en anses suivante :

P =D"UD'x D" 'UD?x D™ ?u...uD™ ! x D'uD™. (33)

Remarque 5.9. En particulier, il suit de '’exemple 5.8 que la droite projective
P! est difféomorphe au cercle S!, car leur décomposition en anses est D' U D!,

6 Conclusion

Nous avons d’abord vu quelques notions préliminaires sur les espaces topolo-
giques, les variétés lisses M ainsi que les fonctions lisses f : M — R. Ensuite
nous avons vu les définitions et les résultats centraux de la théorie de Morse.
En particulier, nous avons vu qu’autour de chaque point critique p € M d’une
fonction de Morse f, il existe un systéme de coordonnées (z1, ..., z,,) dans lequel
f se représente par f(z1,...,xm) = —27 — ... — 23 +... + 22, + f(p), de sorte que
chaque point critique puisse étre associé a un indice A. De plus, nous avons vu
que toute fonction lisse g sur une variété compacte M peut étre approximée par
une fonction de Morse aussi pres de g que désiré.

Ensuite, nous avons présenté l'existence d’un champ vectoriel de type gra-
dient pour une fonction de Morse f, X, afin de prouver par exemple que
Mgy = {p € Mla < f(p) < b} est difféomorphe a f~'(a) x [0,1] lorsqu’il
n’y a pas de valeur critique dans [a,b], puisque les courbes intégrales de Xy
définissent un difféomorphisme entre ces deux ensembles.

Nous avons d’ailleurs vu que ce dernier résultat implique que les espaces
M, ={p e M|f(p) <a}et M, ={pe M|f(p) < b} sont toujours difféomorphes
lorsqu’aucune valeur critique est comprise dans l'intervalle [a,b], mais qu’au
contraire lorsqu’il existe p € M critique tel que f(p) € [a, b], alors M, et M}, ont
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une forme fondamentalement différente. Plus précisément, nous pouvons voir M,
comme un recollement d’une A-anse a M,, ou A est I'indice du point critique p.
En somme, dans cet article nous avons vu qu’en considérant les valeurs cri-
tiques d’une fonction de Morse f : M — R et les indices associés, M peut
s’exprimer comme une suite de recollements de A;-anses dit corps en anses.
Cependant, il y a de multiples notions que nous n’avons pas détaillées, par
exemple les plans tangents et les courbes intégrales nécessaires aux démonstra-
tions des théoreémes sur les difféomorphismes, ou encore la notion de plongement
lisse (smooth embedding, [Leel3]) nécessaire a la définition de sous-variété lisse.
Un lecteur interessé peut se tourner vers les chapitres 3, 4, 5, 8 et 9 de [Leel3].
De plus, il y a plusieurs concepts connexes que nous n’avons pas mentionnés,
par exemple les groupes d’homologie d’une variété M ainsi que leurs liens avec
le nombre de points critiques d’une fonction de Morse sur M, ou encore la
classification des variétés de dimension m < 4. Ces notions sont abordées aux
chapitres 4 et 5 de [Mat02].
Comme cet article visait a introduire la topologie différentielle par le biais de
la théorie de Morse et que cette derniere n’ait été que tres brievement survolée,
nous pouvons imaginer tous les sujets encore a découvrir et a approfondir.
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RESUME  Cet article est dédié a présenter les théories topologiques des
champs quantiques de maniére accessible pour les étudiants au baccalauréat.
Tout d’abord, I'origine et l'intérét de ces objets mathématiques seront abor-
dés. Ensuite, il sera introduit les théories topologiques des champs quantiques
de dimensions 2 pour lesquelles il existe une représentation graphique tres in-
téressante afin d’introduire ces objets. Cela ménera a I'exposition des axiomes
définissant les théories topologiques des champs quantiques. Il sera ensuite pré-
senté un exemple de théorie de dimension 2. Finalement, I’article se terminera
avec quelques remarques et généralisations qui démontreront la complexité et
Iintérét des théories topologiques des champs quantiques.

1 Introduction

Les théories topologiques des champs quantiques (topological quantum field theo-
ries (TQFT) en anglais) proviennent du désir de trouver une fondation mathé-
matique solide pour définir les théories des champs quantiques développées par
les physiciens. Les calculs dans ce domaine ne sont pas habituellement défini avec
un formalisme rigide, d’ot1 'intérét de trouver une théorie permettant de bien les
définir. Cette quéte peut se représenter comme le développement d’une théorie
permettant de faire un lien entre la géométrie et 'algebre linéaire. Pour le cas
particulier ou 'on se restreint a la topologie, il est possible de définir une telle
association avec des axiomes. Cette axiomatisation provenant du mathémati-
cien Michael Atiyah est la base des théories topologiques des champs quantiques
[Ati88]. Ainsi, dans son expression la plus simple, une TQFT est une regle d’as-
sociation entre des espaces géométriques, par exemple les surfaces dans R?, et
les espaces vectoriels respectant une série d’axiomes définis par Atiyah. C’est
pour cette raison que les TQFTs ont obtenu une place importante dans la théo-
rie quantique, car des qu’une regle de correspondance respecte les axiomes elle
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est par définition une TQFT ce qui simplifie d’une certaine maniere la structure
de I'espace géométrique source. En informatique, elles participent au dévelop-
pement de I'informatique topologique quantique, une variante de 'informatique
quantique qui serait possiblement moins sensible au bruit dans son traitement
de l'information. Finalement, pour les mathématiciens, c’est un outil qui sert a
trouver des invariants aux variétés et aux noeuds.

L’objectif de ce présent article sera de présenter ces objets mathématiques
aux multiples applications. Premierement, les TQFTs de dimension 2 seront
présentées. La structure géométrique et les propriétés des surfaces impliquées
dans les TQFTs de cette dimension seront abordées. Ensuite, une généralisation
des conditions que doivent respecter les TQFTs de dimension 2 sera proposée.
Apres, un exemple concret de TQFTs sera présenté. Dans cette section, une
TQFT sera explicitement définie ce qui sera suivi d’un cas particulier précisant
la définition de la TQFT. Finalement, la derniére section sera adressée au lecteur
souhaitant pousser plus loin sa connaissance des TQFTs. Des remarques sur ce
qui a été abordé dans 'article y seront fournies ainsi qu’une référence pertinente
sur les théories topologiques des champs quantiques.

1.1 Notion préliminaire : Le produit tensoriel

Avant de commencer la présentation des TQFTs, il convient d’aborder la notion
de produit tensoriel qui sera nécessaire ultérieurement. Pour assurer une bonne
compréhension aux lecteurs de tous les niveaux, seulement les grandes lignes et
les caractéristiques importantes pour le présent sujet seront exposées.

Tout d’abord, tous les produits tensoriels respectent ce qui est nommé la
propriété universelle du produit tensoriel.

Définition 1.1. (Propriété universelle du produit tensoriel) Le produit tenso-
riel V@W est un espace vectoriel accompagné d’une application ® : (v,w) — v®
wde VW a VW telle que pour toutes applications bilinéaires h : VxW — Z|
il existe une unique application linéaire h : V@ W — Z telle que h = h o ® ou
Z est un espace vectoriel. Cela est représenté par le diagramme suivant :

VW —2.Vew
X) b”}
Z .

Ainsi, le produit tensoriel de 'espace V et de ’espace W est un nouvel espace
vectoriel qui est noté par V ® W et dont la dimension est égale au produit des
dimensions des deux espaces vectoriels respectifs. Cette propriété de la dimension
est propre au produit tensoriel,de maniere similaire a la dimension d’une somme
directe d’espaces ou elle est la somme des dimensions des espaces originaux. De
plus, de cette propriété universelle il découle que s’il existe une autre application
®9 de V x W a V ® W satisfaisant la propriété universelle, les espaces V @ W
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et V ®o W seront isomorphes. Ainsi, on déduit que tous les différents produits
tensoriels sont isomorphes entre eux. Finalement, les vecteurs d'un tel espace
sont appelés des « tenseurs » et sont des combinaisons linéaires des « tenseurs
purs » notés par v @ w ou v € V et w € W. Pour les besoins de 'article, il
suffit de comprendre les propriétés suivantes du produit tensoriel. Soient V@ W,
vi,v9 €V , wi,wes € W et a € k ou k est un corps quelconque, on a que :

e a-(M®uw)=a v Q@w =V ®a-w
o (L +v)@wr =v @w+v2@wr
. U1®(w1+w2)zvl®wl+vl®w2'

Pour mieux comprendre, voici un exemple concret qui en méme temps in-
troduira un isomorphisme qui sera utilisé dans la définition de la TQFT en
exemple.

Exemple 1.2. Soit C[G] 'espace vectoriel de toutes les fonctions f : G — C
ou G est un groupe fini quelconque. On a que C[G] ® C[G] et que C[G x G] sont
deux exemples de produit tensoriel pour C[G] x C[G]. De plus, on a que
C[G] ® C|G]—CI|G x G]
(f®h)—F:GxG—C
(a,b) = f(a)h(b).

De méme, C[G] ® - -+ ® C[G], que l'on note C[G]®", est un produit tensoriel de

n fois
C[G] x -+ x C[G]. De la méme fagon que pour le produit de deux espaces, on

n fois

aura que C[G] ® - -- ® C|G] = C[G"] ou

n fois

H® @ fur—F:G"—C

(a1,...,an) —> fi(a1) - fu(an).

Ces isomorphismes proviennent du fait que I'espace vectoriel constitué de
toutes les fonctions F' : G — C respecte la propriété universelle du produit
tensoriel pour des fonctions choisies. Ainsi, en vertu du fait que tous les produits
tensoriels sont isomorphes il découle directement que C[G]*" = C[G"] . La
preuve est laissée au lecteur puisqu’elle n’est guere utile pour la suite de I'article.

Les notions présentées antérieurement sont suffisantes pour le besoin de cet
article. Toutefois, le lecteur souhaitant une plus grande rigueur de définition est
encouragé a consulter des ouvrages sur le calcul tensoriel.

2 Les TQFTs en dimension 2

Les TQFTs de dimension 2 sont souvent utilisées pour introduire ces objets aux
novices. Leur particularité est que les espaces géométriques de ces TQFTs se
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représentent par des surfaces dans R3. Ainsi, la structure géométrique de ces
surfaces sera présentée. Ensuite, les TQFTs de dimension 2 seront concréete-
ment définies. Cela permettra d’introduire la prochaine section qui présentera
les axiomes des TQFTs.

2.1 La structure géométrique des surfaces a bords dans R?

Avant de présenter les TQFTs, il est important d’aborder le sujet des surfaces et
de leur structure, car la compréhension des TQFTs en sera grandement amélio-
rée. Ainsi, les surfaces en jeux sont des variétés de dimension 2 qui peuvent étre
considérées comme des surfaces avec des composantes de bord de I’espace R? et
qui sont appelées des cobordismes. Une variété est un objet dont les propriétés
locales sont similaires a un ouvert sur un espace euclidien, mais dont les proprié-
tés globales peuvent étre différentes. Les composantes de bord d’une surface sont
simplement une collection de courbes fermées et lisse de R3 qui définissent dans
un sens « l'extrémité » de la surface originale. Visuellement, pour les TQFTs de
dimension 2, les composantes de bord contenant une seule courbe sont représen-
tées par des cercles. (voir figure 1) Cette visualisation est possible puisque qu’il
existe un type de morphisme appelé difféomorphisme qui assure que les courbes
peuvent étres déformées en un cercle. Ensuite, si la composante de bord est une
collection de courbes, on la visualisera par un nombre de cercles équivalent au
nombre de courbes positionnées de maniére a ce qu’ils ne s’intersectent pas et
qu’ils ne soient pas les uns dans les autres. Généralement, ils sont alignés sur
une méme ligne verticale. Le terme « cobordisme » fait alors seulement référence
au fait que les surfaces a bords font un lien entre deux composantes de bords
d’ou lappellation cobordisme. Il est possible qu'une surface ne possede pas de
composantes bord. Ces surfaces & bords possedent un genre qui est visualisé par
des trous dans la surface pour le cas en dimension 2. Le genre est un invariant
pour ce type de surface ce qui sert, par exemple, & déterminer si deux surfaces
sont équivalentes par difféomorphisme. Ainsi, pour comparer deux surfaces il est
possible de vérifier leur genre; s’il est différent il est possible de conclure qu’elles
ne sont pas équivalentes. Le concept de genre est un concept plus élaboré, mais
pour les besoins de cette présentation, il suffit de savoir que le genre est une ca-
ractéristique importante de ce type de surface. Finalement, il est possible qu'une
surface ne soit pas connexe, c’est-a-dire qu’elle puisse étre composée de plusieurs
surfaces a bords connexes disjointes. Dans ce cas, cette surface se nomme [’union
disjointe des cobordismes qui la composent. Il en est de méme pour les compo-
santes de bord. Il en découle que toutes les composantes de bords sont générées
par 'union disjointe de la composante de bords que 'on illustre par I’ensemble
contenant un seul cercle. En voici quelques exemples.

0 ~ 00
T B {50,

FIGURE 1 : Quelques surfaces a bords
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A ces surfaces, il est possible d’ajouter une structure additionnelle pour dif-
férencier les composantes de bords et ainsi orienter d’une certaine maniere la
surface. Ainsi, les composantes de bords d’une surface sont divisées en deux
types : les composantes de bords « entrants » et les composantes de bords « sor-
tants ». La convention utilisée dans cet article est de placer les composantes de
bords entrants a gauche et les composantes de bords sortants a droite. Il est
possible de conceptualiser les surfaces comme des tuyaux transportant de ’eau
dont le courant va de gauche a droite. Ainsi, I’eau entre a gauche par les compo-
santes de bords entrants et sort a droite par les composantes de bords sortants.
Par exemple, si les composantes de bords entrants sont représentées par un trait
rouge et les sortants par un trait noir on a que l'orientation de la convention
donne les figures suivantes.

Y

FIGURE 2 : L’orientation conventionnelle des surfaces & bords

Au regard de leffet de cette convention, il est possible de remarquer qu’une
surface est définie principalement par son genre (nombre de trous), son nombre
de composantes de bords entrants et son nombre de composantes de bords sor-
tants. Ainsi, une surface peut se déformer en une autre si et seulement si cette
nouvelle surface posseéde le méme genre, le méme nombre de composantes de
bords entrants et le méme nombre de composantes de bords sortants. Si cette
déformation est possible, il est dit que ces deux surfaces sont difféomorphes. Cela
permet entre autre de standardiser la notation graphique des cobordismes.

U-( )-0= =0+

@:@:@?E
= B

FIGURE 3 : L’équivalence des cobordismes

Pour terminer d’exposer la structure géométrique des cobordismes, il convient
de présenter 'opération géométrique qui confere une structure aux cobordismes.
Il existe une maniere de composer des surfaces pour en obtenir une autre. Ulti-
mement, cela meénera a la présentation des six cobordismes générateurs. Alors,
pour composer deux cobordismes, il suffit que le nombre de composantes de bords
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sortants du premier cobordisme soit le méme que le nombre de composantes de
bords entrants du deuxieme. Pour reprendre l'analogie avec les tuyaux d’eau,
il faut que la juxtaposition de deux pieces de tuyau ne laisse aucune fuite; le
but est que ’eau entre par les composantes de bords entrants du premier cobor-
disme et sorte uniquement par les composantes de bords sortants du deuxieme
cobordisme. Voici quelques exemples de compositions correctes et incorrectes de
cobordisme.

-y GroEp o-a

FIGURE 4 : Quelques compositions correctes

FIGURE 5 : Quelques compositions incorrectes

Finalement, cette regle de collage des cobordismes a pour conséquence que
toutes les surfaces a bords se décomposent en une combinaison de six cobor-
dismes en particulier. La preuve sera omise, car elle dépasse le niveau voulu de
cet article. Toutefois, il est assez intuitif que ces six cobordismes sont des gé-
nérateurs, car toutes les relations importantes y sont représentées : la création
d’une composante de bords, la fusion de deux composantes de bords en une, la
division d’une composante de bords en deux, la destruction d’une composante
de bords, l'identité et la permutation de deux composantes de bords. Ils sont
représentés graphiquement avec ces cobordismes

> ar— AT Bd

Il est important de souligner que la représentation du cobordisme de permu-
tation peut porter a confusion, car graphiquement les deux cylindres semblent
s’intersecter, or il n’en est rien. Le lecteur peut s’imaginer que les deux cylindres
passent un par dessus I'autre ce qui est possible, car c’est une surface dans I’es-
pace R3. L’impression qu’ils se croisent provient du fait que les surfaces sont
dessinées sur un support en deux dimensions.

Maintenant que la structure géométrique des cobordismes & bien été expli-
quée, il est possible de donner la définition concrete des TQFTs de dimension
2.

2.2 La définition des TQFTs de dimension 2

Les TQFTs sont des objets mathématiques dont 1'utilité est de représenter une
structure géométrique dans un autre contexte mathématique. Dans le cas des
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TQFTs de dimension 2, elles représentent la structure géométrique des surfaces
a bords, les cobordismes, dans le contexte de I’algebre linéaire. Ainsi, les TQFTs
de cette dimension associent les composantes de bords & des espaces vectoriels
précis et les cobordismes a une application linéaire précise entre 1’espace vectoriel
associé a ses composantes de bords entrant et ’espace vectoriel associé a ses
composantes de bords sortant. Un peu comme les homomorphismes de groupes,
les TQFTs doivent faire en sorte que la structure des cobordismes soit conservée.
Plus précisément, cela se résume a respecter six conditions.

Premiérement,la composante de bords illustrée par un cercle seul, doit étre
envoyée a un espace vectoriel choisi, par exemple ’espace arbitraire V sur le
corps des scalaires k. Par suite, la composante de bords composée de deux cercles
disjoints doit étre envoyée au produit tensoriel V ® V. En généralisant, la condi-
tion est que la composante de bords composée de n cercles disjoints doit étre
envoyée au produit tensoriel de n copies de V avec lui-méme (V™" ). De plus,
il faut appliquer cette association pour les composantes de bords entrant et les
composantes de bords sortant de maniére indépendante. Il est nécessaire de pro-
céder ainsi afin de conserver la relation entre le cobordisme et ses composantes
de bords. En outre, il doit aussi en étre de méme pour les cobordismes. Ainsi, le
cobordisme composé de plus d’une surface disjointe doit étre envoyé au tenseur
formé des applications linéaires associées aux cobordismes qui le forment. Par
exemple, il faut avoir que

-
(%»—>Idv®u

oup:V-oaVeV.

Deuxiemement, les TQFTs doivent envoyer la composante de bords vide au
corps des scalaires de ’espace vectoriel cible. Par exemple, si ’espace vectoriel
V est défini sur le corps des nombres réels, alors la composante de bords vide
est envoyé a R.

Troisiemement, comme pour les homomorphismes de groupes, les cobor-
dismes de genre 0 dont le nombre de composantes de bords entrants est identique
au nombre de composantes de bords sortants doivent étre envoyés a I’application
identitaire entres les espaces vectoriels associés aux composantes de bords. Par
exemple, le cobordisme avec quatre composantes de bords de chaque type et de
genre () doit étre envoyé a 'application identité de 'espace V@V @V ® V. De
plus, si le genre est différent de 0, on aura que la surface pourra étre décomposée,
en appliquant la regle de collage présentée précédemment, en surfaces de genre
0. L’application associée a ce type de surface sera potentiellement différente de
I’application identitaire puisque chaque surface de genre 0 qui la compose sera
associée a une application précise et I’application résultante sera la composition
de ces fonctions d’ou qu’il est possible de ne pas retrouver ’application iden-
tité. Finalement, le seul cobordisme qui ne respecte pas cette condition est le
cobordisme de permutation, car son role est de permuter deux éléments, donc
méme si c’est une application de V@V — V ® V il est différent de I'application
identité. Le cas de ce cobordisme est le sujet de la sixieme condition.



66 Introduction aux TQFTs

Quatriemement, deux cobordismes connexes équivalents doivent avoir la méme
image. Cela est une conséquence de I’équivalence des cobordismes basée sur le
nombre de composantes de bords entrant, le nombre de composantes de bords
sortant et le genre. Il est logique que cette condition doit étre satisfaite, car sinon
la structure des surfaces ne serait pas correctement représentée par les TQFTs.
A titre d’exemple, il faut que 'image d’une TQFT soit la méme pour toutes les
surfaces n’étant pas une union disjointe de surfaces ayant trois composantes de
bords entrants, deux sortants et un genre de quatre.

Cinquiemement, si un cobordisme se décompose en d’autres, il faut que
I’image du premier soit équivalente a la composition des images respectives des
cobordismes qui le composaient. Par exemple, si on a les cobordismes suivants
et leur image donnée par une TQFT quelconque

s f:VsvVeV Y s phvevoy

@*—)fg‘/*)v

Comme @ = O:;_:O , la condition revient a dire que le diagramme suivant
commute, c’est-a-dire que fo o f1 = f3.

f1 fo

V——m— VoV ——V

/3

FIGURE 6 : Diagramme commutatif de la cinquiéme condition

La derniére condition est que le cobordisme de permutation % soit envoyé
a une application linéaire de permutation. Tres souvent, cette application est
I’application canonique de permutation pour le produit tensoriel. Par exemple,
I'image de ce cobordisme devrait étre ’application suivante si un bord est envoyé
a l’espace vectoriel V :

Bl vevsvev
VRW = wR.

Il est important de remarquer que le choix de I'application linéaire de permuta-
tion dépend du contexte. L’objectif étant de représenter la propriété de symétrie
des cobordismes, il est possible que 'application linéaire associée au cobordisme
de permutation ne soit pas ’application canonique de permutation du produit
tensoriel. Dans certains cas, cette application linéaire doit étre modifiée pour
que la structure induite par la TQFT sur I'espace vectoriel soit commutative.
Cela est une conséquence de la cinquieme condition et des relations suivantes de
la structure des cobordismes.
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FIGURE 7 : Relations de « commutativité » et de « co-commutativité »

En somme, toutes les TQFTs de dimension 2 respectent ces conditions. De
plus, si une autre régle d’association entre les surfaces a bords et ’algebre linéaire
respecte ces conditions, alors elle est directement une TQFT. La généralisation
des cinq premieres conditions sont exactement les axiomes donnés par Atiyah
pour définir les TQFTs. La sixieme condition ne fait pas partie des axiomes, car
historiquement il n’était pas possible de concevoir une TQFT qui ne représente-
rait pas la symétrie des variétés dans un contexte linéaire lorsque les axiomes ont
été établis. Toutefois, des contres-exemples ont été trouvés d’ou 'importance de
ne pas négliger la nécessité d’avoir une application linéaire spécifique associée
au cobordisme de permutation. Maintenant que ces conditions ont été établies,
il est intéressant de donner leur généralisation qui sont précisément les axiomes
définissant les TQFTs.

3 La définition axiomatique des TQFTs

Les principaux changements, en comparaison avec les conditions données pour
les TQFTs de dimension 2, sont que les bords sont remplacés par des variétés
de dimension n-1 et que les cobordismes deviennent des variétés de dimension
n. Les variétés sont les généralisations des surfaces a bords et des bords en
dimension supérieure. Cependant, le lien entre les deux types de variétés est
le méme ; les bords des variétés de dimension n sont les variétés de dimension
n-1. De plus, lorsqu’il est question d’union disjointe il suffit de comprendre que
c’est une maniére d’unir des variétés en une variété possédant les variétés unies
comme composantes disjointes. Par exemple, un bord composé de deux cercles
disjoints serait I'union disjointe, notée par ], des deux bords composés de un
cercle uniquement. Aussi, il en est de méme pour les variétés de dimension n.
Alors, ces précisions faites, il est possible de présenter la définition axiomatique
des TQFTs.

Une théorie topologique des champs quantiques (TQFT) de dimension n est
une regle A que l'on peut définir en deux parties. La premiére A; qui associe
a chaque variété ¥ de dimension n-1 (les composantes de bords) un k-espace
vectoriel A(Y) et la deuxiéme Ay qui associe a chaque variété M : X1 — 3o de
dimension n (les cobordismes) une application linéaire A(M) : A(X1) — A(X2).
Cette regle doit satisfaire les axiomes suivants :

Al : Deux variétés de dimension n équivalentes doivent avoir la méme image :
MM = AM)=AM").

Ici considérons que deux variétés sont équivalentes si elles ont le méme
nombre de composantes connexes, le méme nombre de composantes de
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bords entrant, le méme nombre de composantes de bords sortant, le méme
genre, la méme décomposition en cobordismes générateurs et s’il existe une
application qui satisfait certains critéres de continuité (difféomorphisme)
qui permet de déformer la premiere variété en la seconde.

A2 : La variété de dimension n faisant le lien entre deux mémes variétés de
dimension n-1 doit étre envoyé a ’application linéaire identité.

A3 : Etant donné une décomposition M = M’ o M”, alors on doit avoir

A(M) = AM") 0 A(M"™).

A4 : L’union disjointe ([[) de variétés de dimension n-1 (bord) doit étre en-
voyée au produit tensoriel d’espaces vectoriels; si X = X1 [[ X = A(X) =
A(¥1) ® A(X2) . Pour les cobordismes, il faut qu’ils soient envoyés au
produit tensoriel des applications linéaires; si M = M'[[M" = A(M) =
AM') @ A(M").

A5 : La variété vide de dimension n-1 doit étre envoyée au corps k des scalaires
de l'espace vectoriel. Il s’en suit que la variété de dimension n faisant le
lien entre la surface vide et elle-méme doit étre envoyée a I’endomorphisme
identité dans le corps de scalaire k.

Pour compléter la définition, il suffit d’ajouter que le cobordisme qui permute
ses bords doit étre envoyé a une application linéaire qui confere une structure
de symétrie a ’espace vectoriel but de la TQFT. En outre, il est possible d’y
reconnaitre facilement les conditions présentées précédemment lorsque n = 2.
Pour rendre le concept un peu plus concret, la prochaine section sera dédiée a
la présentation d’un exemple de TQFT de dimension 2.

4 Un exemple de TQFT

Avant de passer a la définition explicite de la TQFT en exemple, il convient de
présenter I’espace vectoriel cible de cette derniere.

4.1 L’espace vectoriel H

L’espace H est défini comme 'espace de toutes les fonctions f : G — k telles
quef(aga™t) = f(g) pour tout a,g € G ou G est un groupe quelconque fini
et k un corps arbitraire. Les fonctions ayant cette propriété sont nommées des
fonctions centrales. Une conséquence de cette définition est que les fonctions
centrales sont constantes pour tous les éléments de GG étant en relation ou deux
éléments, = et y, de G sont en relation s’il existe a € G tel que y = axa™'.
Cette relation est une relation d’équivalence nommée la conjugaison; z et y

sont donc des éléments dit « conjugués » 'un de 'autre. Cette relation permet
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de partitionner le groupe en classes d’équivalence qui sont composées de tous
les éléments conjugués entre eux. Alors, les fonctions centrales ont la propriété
d’étre constante pour tout les éléments d’'une méme classe de conjugaison. Ainsi,
il est possible de définir mathématiquement 1’espace vectoriel H ainsi: H := {f :
G — k| flaga™) = f(g9) Va,g € G}. Finalement, il est possible de générer cet
espace vectoriel avec la famille de vecteurs suivante H =< ¢, 0¢y, ..., 0, >
ou d., est la fonction définie comme suit et ¢; un représentant de sa classe de
conjugaison.

Définition 4.1. Soit g € G, on a

dei(9) =

1 si g est un conjugué de ¢;
0 sinon .

Il est assez clair que c’est une base de H, puisqu’il est évident que la famille
des fonctions 4. est libre et que toutes les fonctions centrales peuvent étre obte-
nues par une combinaison linéaire de fonctions d. . Le choix de cette base pour
H est judicieux, car ce n’est pas la base utilisée normalement pour cet espace.
La section 4.3 traitera de cette autre choix de base de ’espace H .

4.2 La définition explicite d’'une TQFT

Tout d’abord, il convient d’établir qu’il suffit de définir une TQFT sur les six
générateurs des surfaces a bords dans R? pour que la définition soit compléte.
Ceci découle du fait qu'une TQFT doit respecter la propriété de composition de
la structure des surfaces. Ainsi, comme les six générateurs sont suffisants pour
former toutes les surfaces et que la TQFT impose que la composition de surface
soit envoyée & la composition des applications linéaires, il sera possible d’obtenir
toutes les applications de toutes les surfaces avec la définition des six générateurs.
Alors, pour obtenir I'application associée & une surface quelconque, il suffit de
décomposer la surface en générateurs, ensuite, de calculer la composition des
applications associées aux générateurs pour obtenir 'application associée a la
surface originale. Voici donc, la définition des TQFTs faisant le lien entre les
surfaces a bords de genre 0 et les produits tensoriels de 1'espace vectoriel H.

’Composantes de Bords’ — "Espaces vectoriels’

0— C
1— H

2— H® H
3S— HR H®H

n—s H®"

Ici, les nombres naturels représentent le nombre de cercles disjoints qui forment
une composante de bords entrant ou sortant d’une surface quelconque. Cette
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notation est souvent utilisée, car elle est plus simple que des illustrations gra-
phiques de cercles disjoints. Rappelons que cette régle d’association s’applique
pour les composantes de bords entrant et les composantes de bords sortant de
maniere indépendante.

"Cobordismes de genre 0’ — ’Applications linéaires’

—n:C— H —e: H—>C

@ s HOH — H @ —A:H—>H®H

0 —1g:H—-H % s p:HoH s H®H

Les définitions des applications linéaires n, e, i, A, Idgr et de p sont

n:k— H
r— 1

e:H—k
fr—fle)

p:H®H —H
Fr— f
o f: G —k

g— Y F(ab)
ab=g

A:H—HQH
fr—F
ouF:GxG—k

91792 Z Z c 1(a)f(b)

ab=g2 ¢

Idy : H — H
fr—1r

p HOH — H®H
F(a,b) — F(b,a)

ou e est I’élément neutre du groupe G, ¢ est le représentant de sa classe de
conjugaison et |c| est le cardinal de la classe dont ¢ est le représentant. De la
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méme maniére, ¢~ est le représentant de la classe de conjugaison contenant
I'inverse de I’élément c. De plus, les sommes indexées par ab = g signifie qu’il
faut additionner pour tout les couples d’éléments de G dont le produit donne
I’élément ¢g. La somme indexée par c signifie qu’il faut faire la somme pour
toutes les classes de conjugaison de G. De plus, il est naturel d’ajouter que
I'union disjointe de cobordismes générateurs sera envoyée au produit tensoriel
de leur application respective. Ainsi, avec cette précision, il devient évident que
les quatre premieres conditions sont respectées par cette TQFT de méme que la
condition sur 'application de permutation. Pour confirmer que la condition sur
la composition de cobordismes soit envoyée a la composition des applications
linéaires, il faudrait avoir 'expression générale. Toutefois, cette expression était
un peu trop complexe pour le niveau souhaité de cet article. Cependant, la
vérification de ces conditions a été faite dans le cadre de mon stage, ce qui me
permet d’affirmer que cette condition est bien respectée. Ainsi, cet exemple est
une TQFT bien définie. L’étude du cas particulier de cette TQFT permettra
de mettre encore plus en évidence l'effet du genre des surfaces a bords sur une
TQFT de dimension 2.

4.3 Un résultat original

Maintenant que la TQFT a été présentée, il est possible de revenir sur les avan-
tages de choisir les fonctions § pour former la base de I'espace H. Une courte
mise en contexte sur la théorie des représentations linéaires des groupes finis
sera donnée pour bien mettre en valeur 'utilité de ce choix de base.

Dans la littérature sur les TQFTs de dimension 2, I’espace vectoriel des fonc-
tions centrales est défini en utilisant la théorie des représentations linéaires des
groupes finis. La notion centrale de cette théorie est qu’il est possible de trouver
des homomorphismes entre un groupe et le groupe général linéaire GL, (C) des
matrices de dimension n a coefficients dans C. Ces homomorphismes de groupes
nommés représentations permettent de représenter les éléments du groupe source
par des matrices qui elles-mémes peuvent étres interprétées comme des endomor-
phismes sur un espace vectoriel quelconque. Le groupe est donc représenté dans
un contexte d’algebre linéaire. De plus, une représentation dite irréductible signi-
fie que l'espace vectoriel V' de la représentation n’est pas ’espace trivial et qu’il
n’existe pas de représentation pour un sous-espace vectoriel de V. Finalement,
le caractére d’une représentation est la fonction qui associe a chaque élément du
groupe un nombre complexe correspondant a la trace de la matrice associée a
I’élément par la représentation.

Ainsi, la base donnée habituellement pour ’espace H est composée des ca-
racteres des représentations irréductibles du groupe qui forment une base ortho-
gonale. Par conséquent, toute la TQFT était définie en utilisant cette théorie
et les propriétés qui en sont rattachées; il était donc nécessaire de connaitre la
théorie des représentations linéaires des groupes finis pour la comprendre. La
force de la base de H formée par les fonctions § est qu’il n’est plus nécessaire
de connaitre la théorie des représentations linéaires des groupes finis pour com-
prendre, premierement, ’espace H et, deuxiemement, la TQFT. En outre, toute
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la TQFT est simplifiée, car elle n’utilise aucune propriété provenant de la théo-
rie des représentations linéaires des groupes finis; elle se restreint a des sommes
et au comportement des fonctions ¢ qui est beaucoup plus simple que celui des
caractéres des représentations irréductibles. Aussi, la définition des § est plus
explicite que celle des caracteres qui est beaucoup plus difficile a trouver. Un
autre avantage des fonctions d est que la TQFT n’est plus restreinte au corps
de scalaires C. Lorsque définie avec les caracteres, il était nécessaire que le corps
de nombre soit celui des complexes, car c’est une obligation dans la théorie des
représentations linéaires des groupes finis que le corps utilisé soit C. Finalement,
cette définition plus simple de 'espace H rendant la TQFT plus simple aussi et
libre pour le choix du corps de scalaires est un résultat obtenu au cours de mon
stage.

4.4 Un cas particulier

Lorsque le groupe G est commutatif, il y a pour conséquence que ’espace H
devient I'espace de toutes les fonctions possibles de G au corps C. Il est méme
possible d’étre plus général et de considérer des fonctions ayant pour codomaine
un corps quelconque k. Cet espace est noté par k|G| pour le différencier de H
qui n’impose pas que le groupe soit abélien. Toutes les fonctions sont centrales
pour un groupe abélien puisque tous les éléments sont seuls dans leur classe
de conjugaison, d’ou que k[G] est l'espace de toutes les fonctions de G dans
k. Ainsi, la dimension de I'espace k|G| est égale au nombre d’éléments dans le
groupe. Ce cas particulier est intéressant, car il permet d’observer directement et
concrétement I'effet du genre (nombre de trous). On voit qu’un facteur de |G|,
ou k est le genre, apparait dans les expressions lorsqu’on les compare a celle
obtenues pour 'espace H. Avant d’introduire les expressions, rappelons que les
éléments de k[G] @ k|[G] peuvent étre considérés comme des fonctions G x G — k
ol X est le produit cartésien habituel d’ensemble. Ainsi, pour les cobordismes
générateurs de genre k, on obtient les expressions suivantes :

n:k — Kk[G]

r— 7|G|*5,

e:k[G] — k
fr—=1GE f(e)

1 K[G] @ k[G] — K[G]
Fr— f
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A : k[G] — k[G] @ k[G]
f— F
oun FlF:GxG—k
(a,b) — |G|" f(ab)

f— G f

p : k[G] @ k[G] — k[G] ® k[G]
F(a,b) — F(b,a).

Dans ces expressions, on a que e désigne ’élément neutre de G et que 'opération
entre deux éléments de G est représentée par la concaténation. De plus, il est
possible d’obtenir une expression générale relativement simple ou il est encore
possible d’observer l'effet du genre.

0 — Gen : k[G]®" — K[G]®™
F+——F
o F: G™ — k
(g1, 9m) — |G|* Z F(ay,...,ay)

Y(ai,....an)EG™
a1a2:-an—-10n=9192""gm—19m

Ces expressions sont les résultats que j’ai obtenus au cours de mon stage d’été
en recherche. J’ai pu facilement prouver que la TQFT de ce cas respectait les
conditions présentées précédemment. Ces expressions ont été calculées assez t6t
lors de mon stage, car ce cas est simple et il est possible d’obtenir une expression
générale facilement. En outre, 'effet du genre est visible et facilement calculable.
La TQFT permet de représenter le genre de la surface ce qui est intéressant, car
c’est un invariant a ce type d’espaces géométriques. Il est bon de rappeler que
les TQFTs sont utilisées pour ce but précis qui est de trouver des invariants.

5 Pour aller plus loin...

Ici, des informations complémentaires pour le lecteur souhaitant en apprendre
d’avantage sur le sujet seront présentées. En premier lieu, la structure induite
par les TQFTs de dimension 2 sur I'espace vectoriel associé a la composante
de bords constituée d’une seule composante connexe sera exposée. Ensuite, de
breves précisions sur U'interprétation des TQFTs selon la théorie des catégories
seront données. Finalement, si le lecteur souhaite encore plus de détails, il est
invité & consulter le livre de Kock Frobenius Algebras and 2D topological quantum
field theories [Koc04].
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Au regard de 'exemple, il est possible de remarquer que la TQFT confere &
I’espace vectoriel associé a la composante de bords constituée d’'une composante
connexe une structure algébrique particuliere nommée algebre de Frobenius. En
effet, 'image du cobordisme avec deux composantes de bords entrant et une de
type sortant est appelé produit et confere une structure d’algebre pour ’espace
vectoriel associé & la composante de bords composée d’une seule composante
connexe. Ensuite, celle du cobordisme faisant le lien entre la composante de
bords seule et la composante de bords vide , la counité, est ce qui se nomme la
forme de Frobenius. Ainsi, la mise en commun de ces deux applications induit
une structure d’algebre de Frobenius sur ’espace vectoriel associé a la compo-
sante de bords formée d’une composante connexe. En d’autres termes, ’espace
vectoriel k|G| accompagné par les applications linéaires u : k|G| ® k[G] — k[G]
et € : k[G] — k a la structure d’une algebre de Frobenius commutative. Dans
les faits, il existe un théoréeme établissant une équivalence canonique entre les
TQFTs de dimension 2 et les algebres de Frobenius commutatives. La principale
conséquence est la possibilité de comprendre des variétés qui sont des objets
d’une certaine complexité en étudiant les algebres de Frobenius qui sont, quant
a elles, beaucoup plus connues et comprises. Alors, il faut en retenir que les
TQFTs sont des régles de correspondances qui simplifient d’une certaine ma-
niére une structure géométrique. En ce sens, il est méme possible de simplifier
I’expression des TQFTs.

Les TQFTs sont le plus souvent exprimées dans les termes de la théorie
des catégories, car les axiomes définissent une reégle d’association propre a cette
branche des mathématiques appelée foncteur. Un foncteur est une correspon-
dance entre deux objets mathématiques appelés des catégories. Il y a donc un
lien tres étroit entre la théorie des catégories et les théories topologiques des
champs quantiques. Dans le contexte présent, les catégories utilisées étaient la
catégorie des cobordismes et celle des espaces vectoriels. En outre, les cobor-
dismes présentés étaient de dimension 2, or il existe une catégorie et des TQFTs
pour chaque dimension de cobordisme. De plus, les axiomes donnés pour définir
une TQFT définissent précisément un foncteur monoidal et symétrique. Sans
entrer dans les détails, il est possible de remarquer que cette facon de définir
une TQFT n’impose pas de restriction sur la catégorie but, la catégorie source
étant toujours celle des cobordismes. D’ailleurs, trouver de nouvelles catégo-
ries buts pour lesquelles il existe un foncteur monoidal et symétrique (TQFTs)
entre elles et la catégorie des cobordismes est un sujet de recherche encore actif
présentement. Considérant la puissance des théories topologiques des champs
quantiques, il est naturel de vouloir étendre I'utilisation de cet outil & d’autres
disciplines.

6 Conclusion

En somme, il a été montré que les théories topologiques des champs quantiques
de dimension 2 sont des regles d’association entre les surfaces a bords appelées
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des variétés de dimension 2 et les espaces vectoriels. En outre, les conditions
a respecter en dimension 2 pour étre une TQFT peuvent étre généralisées en
axiomes qui se traduisent par un foncteur symétrique et monoidal au sens de
la théorie des catégories. De plus, 'exemple de TQFT en dimension 2 qui a
été présenté a permis de démontrer la simplicité d’'une TQFT en dimension 2
ainsi que leffet du genre sur les expression lorsque le groupe est abélien. En
dernier lieu, les liens des TQFTs avec les algebres de Frobenius et la théorie des
catégories ont été montrés.

L’intérét pour les TQFTs est encore bien vivant dans la recherche en mathé-
matiques. Beaucoup de découvertes sont a venir notamment par son implication
dans les sciences quantiques. La simplicité que confere une TQFT a un probleme
complexe ne sera certainement pas négligeable pour les découvertes a venir.
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RESUME Dans cet article on étudie les extensions centrales de groupe en uti-
lisant une approche par les 2-cocycles. On introduit donc les différents concepts
qui aideront a définir ce qu’est une extension centrale et un 2-cocycle et com-
ment ceux-ci pourront nous fournir toute l'information nécessaire afin d’étre
capable d’identifier les classes d’isomorphisme des extensions. On terminera
en calculant tous les 2-cocycles dans une classe d’exemples concrets.

1 Introduction

La premieére théorie de la cohomologie est apparue en 1935 dans un article de JW
Alexander [Cor], sur les complexes différentiels et leurs duaux. Les origines de
la théorie de la cohomologie se trouvent dans la topologie et 'algebre au début
du siécle dernier, mais depuis, elle est devenue un outil important dans presque
toutes les branches des mathématiques. Depuis 1935 la théorie de la cohomologie
s’est grandement développée. Elle a principalement été étudiée en utilisant les
notions de la théorie des catégories. La théorie des catégories étant cependant
un sujet normalement abordée lors de cours de cycles supérieurs (maitrises et
doctorats), nous essaierons dans les prochains chapitres d’utiliser principalement
les notions enseignées au premier cycle (baccalauréat) afin d’étudier la cohomo-
logie de groupes ainsi que les extensions centrales de groupes. Ces deux sujets
semblent indépendants I'un de I'autre, or dans cet article nous montrerons qu’il
existe une équivalence entre les extensions centrales de groupes et la cohomologie
de groupes.

2 Cohomologie d’un groupe G

Il est a noter que tout au long de cette section nous utiliserons le terme cocycle
pour parler de 2-cocycles. De plus G et A seront des groupes et leurs opérations
respectives seront notées multiplicativement avec la condition que A soit abélien.

Définition 2.1. Soit une fonction f : G x G — A telle que pour g,h.k €
G, f(hk)f(g,hk) = f(gh,k)f(g,h). On dit alors que f est un cocycle.

Je tiens a remercier professeure Emily Cliff pour son soutien et son encadrement tout au
long de mon stage de recherche avec elle ainsi que lors de la rédaction de cet article.
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Définition 2.2. Soit un cocycle f : G x G — A tel que pour g € G, f(g,1q) =
14. On dit alors que f est un cocycle normalisé.

Lemme 2.3. Soit un cocycle normalisé f : G x G — A. On a alors que pour
g€ Ga f(leg) =14.

Démonstration. Soit g € G, prenons le triplet (g, 1¢, g). Comme f est un cocycle
on a que f(1g,9)f(g,9) = f(9,9)f(g,1c). Or, comme f est un cocycle normalisé

on a que f(g,1g) = 14. On obtient donc que f(1g,9) = 1a. O
Proposition 2.4. Soit ¢ : G — A tel que ¢(1g) = 14. On définit dp : G x G —
A par do(g,h) = %. Alors d¢ est un cocycle normalisé.

Démonstration. Vérifions que cette fonction respecte la condition pour étre un
cocycle. On observe que

_ o(h)o(k) (g)(hk) _ ¢(9)
Ao kol hk) = © gD G = oholk) 57
Par contre on a aussi que
_ 3(9)o(h) p(gh)p(k) _ ¢(9)
dé(g,h)de(gh,k) = ogh) olghk) ¢(h)¢(k‘)¢(ghk)

et donc do(h,k)dp(g,hk) = dé(g,h)do(gh,k). Nous pouvons ainsi conclure que
d¢ est un cocycle.
Vérifions ensuite qu’il s’agit d’un cocycle normalisé. On calcule facilement

que
¢(1c)o(h) ¢(h)
do(lg, h) = =1 =14.
W) ="gag ) = Mom M
Il suit que d¢ est un cocycle normalisé. ]

Définition 2.5. On dit qu'un cocyle f: G x G — A est trivial si et seulement
si f(g,h) = 14 pour chaque g,h € G.

Proposition 2.6. La fonction d¢ définie a la proposition précédente est triviale
st et seulement si ¢ est un homomorphisme.

Démonstration. La fonction est triviale si et seulement si d¢(g,h) = 14 Vg,h €

G, on a alors que ¢$()g¢h()h ) =1 4 Yg,h € G, ce qui est équivalent & la condition
#(g)p(h) = ¢(gh) Yg,h € G. Et donc, d¢ est triviale si et seulement si ¢ est un
homomorphisme. O

Notation. Dans cet article la notation Zj est utilisée pour représenter le groupe
des entiers modulo k.

Exemple 2.7. Soit G le groupe additif Z,, et A le groupe additif Z,,. On a que
d¢ = 0si et seulement si ¢(g+nZ)+p(h+nZ)+mZ = ¢(g+h+nZ)+mZ Ng,h €
G, c’est- a-dire si ¢ est un homomorphisme.
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Définition 2.8. L’ensemble des applications ¢ : G — A tel que ¢(1g) = 14
est noté C'(G,A). 11 forme un groupe abélien sous la multiplication induite par
la multiplication dans A : Pour ¢, dans C1(G,A), on a (¢)(g) = ¢(g)¥(g).

Définition 2.9. L’ensemble des fonctions ¢ : G — A tel que ¢ est un homo-
morphisme forme un sous-groupe de C'(G,A) noté Z1(G,A).

Définition 2.10. L’ensemble des cocycles normalisés f : G x G — A forme un
groupe abélien noté Z2(G,A). Encore une fois, la multiplication est induite par
la multiplication dans A.

Définition 2.11. L’ensemble des cocycles normalisés qui s’écrivent de la forme
d¢ forme un sous-groupe de Z2(G,A) noté B?(G,A). Les éléments de B?(G,A)
sont appelés les cobords.

Définition 2.12. On définit la cohomologie de G avec coefficients dans A en
degré 2 par H?(G,A) = Z?(G,A)/B?*(G,A).

3 Les suites exactes courtes de groupes
Définition 3.1. Soit G un groupe. Le centre de G est
Z(G)={z€Glgz=29 VgeG}.
Proposition 3.2. Le centre Z(G) est un sous-groupe normal de G : Z(G) < G.

Démonstration. Posons eg 'élément neutre de G. Soit g un élément de G. On
a eqg = g = geg et donc eg € Z(G). 1l suit que Z(G) est non vide.

Soient a,b € Z(G). On veut montrer que ab € Z(G). Pour ¢ € G on a
(ab)g = a(bg) = a(gb) = (ag)b = g(ab), et ainsi ab € Z(G).

Soit a € Z(G). On veut montrer que a~! € Z(G). Pour g€ Gona gt €G
et donc g7'a = ag~'. Nl suit que a 'g=a (g )™ =(g7'a)" = (ag™ ) ! =
(g7 ta !t = ga=!. Donc a! € Z(G) comme désiré. 11 suit que Z(G) est un
sous-groupe de G.

Il nous reste & démontrer qu’il est normal. Alors prenons a € Z(G) et g € G,
on observe que gag~' = gg~la = a € Z(G). Ainsi, gag™! € Z(G). O

Définition 3.3. Soient G,H,K et L des groupes et f;, pour i € {1,2,3,4}, des
homomorphismes comme suit :

On dit que le diagramme est commutatif si et seulement si fa o fi = fy 0 fs.
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Exemple 3.4. Le diagramme suivant est commutatif

GLGXG

bk

Gi—d>G,

avec f : G — GxG tel que f(g) = (1g,9) et m : GXG — G tel que m(g,h) = gh,
la fonction de multiplication. On a effectivement que f om = id o id = id.

Exemple 3.5. L’associativité peut étre écrite sous la forme d’un diagramme
commutatif. Soit m la fonction de multiplication et ¢d la fonction identité. On
considere le diagramme suivant :

GxGxG ™4 aya

[won |

GxG —" - @G.

On a alors (m x id)(g,h,k) = (gh,k) et (id x m)(g,h,k) = (g,hk). Le diagramme

est commutatif si et seulement si
(m o (m xid))(g,h,k) = (m o (id x m))(g,h,k) Vg,h.k € G,

c’est a dire si et seulement si (gh)k = g(hk). Mais cela est la définition de
I’associativité.

Définition 3.6. Soient G, H et K des groupes. Une suite exacte courte de
groupes est une suite d’homomorphismes de la forme

¢ ¥

1 G H K 1

telle que
1. ¢ est injective;
2. 1 est sujective;
3. Im(¢) = Ker(vy).

On utilise parfois la notation < pour représenter une fonction injective et —
pour représenter une fonction surjective. On peut donc représenter la suite exacte
courte avec le diagramme suivant

P

1 G, H K 1.
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Lemme 3.7. Soit la suite exacte courte suivante

¥

1 G-*,H K 1.

Alors o ¢ =1 ot 1 est la fonction qui envoie n'importe quel élément de G a
1k.

Démonstration. Soit g € G. Alors ¢(g) € Im(¢) = Ker(¢) et donc (¢(g))
1k.

ol

Exemple 3.8. La suite

¢

0 ZQ ZQ X ZQ ¥ ZQ 0

avec
gb : ZQ — Zg X ZQ

a— (0,a)

et
ﬂJZZQXZQ—)ZQ

(b,a) — b

est une suite exacte courte.

4 Les extensions

Définition 4.1. Soit la suite exacte courte de groupes

1 N—'vE_ "4 @G 1.

On dit que E est une extension de G par N.
De plus, considérons le cas ou N = A est abélien. Si i(A) C Z(E) ou Z(E)
est le centre de F, alors on dit que F est une extension centrale.

Objectif. On essaie donc de classifier les extensions centrales de G par A.

l— A3y F - T",G —1

a isomorphisme pres.
On définira bientot la notion d’isomorphisme d’extensions, mais d’abord don-
nons quelques exemples d’extensions centrales.
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Exemple 4.2. Soit la suite exacte courte de groupes

]l — 2 At 3 AxG "G —— 1

ou A est un groupe abélien. L’homomorphisme i : A — A x G est tel que
i(a) = (a,1¢) et 'homomorphisme 7 : A x G — G est tel que 7(a,g) = g.
De plus, i(A) est tout les éléments de A x G de la forme (a,lg) o a € A.
Calculons maintenant le centre Z(A x G). Soit (a,g), (b,h) € A x G. On a
que (a,g)(b,h) = (ab,gh) et (b,h)(a,g) = (ba,hg). Comme A est abélien on sait
que (ba,hg) = (ab,hg). Ainsi (a,9) € Z(A x G) si et seulement si gh = hg pour
tout h € G. C’est a dire si et seulement si g € Z(G). On peut donc conclure que
Z(Ax G)=AxZ(G). Il suit que i(A) C Z(A x G). On a ainsi que A x G est
une extension centrale de G par A. On lappelle I'extension triviale.

Exemple 4.3. Soit la suite exacte courte de groupes

0 To — s Ty — "5 T 0

ou i : Zo — Zy est tel que i(a + 27) = 2(a + 47) et w : Zy — Zo est tel que
w(n+47) = n + 27Z.

Le groupe Zs est un groupe abélien. De plus, i(A) = {4Z,2+4Z} et Z(Z4) =
Zy car il s’agit d’'un groupe abélien. Il en suit que i(A) C Z(Z4). On peut donc
conclure que Z4 est une extension centrale de Zy par Zs.

Définition 4.4. Un isomorphisme d’extensions F, E’ est un isomorphisme ¢ :
E — E’ de groupes tel que le diagramme suivant est commutatif :

1 At B T,@Q 1
| ]
1 AL g T,G 1

On a donc
1. poi=1;
2. o =m.

Proposition 4.5 (Court lemme des cing). Soient les deuz suites exactes courtes
suivantes

1 e ¢ (4

LYk

«
1 o m YK 1,
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ol a, B, sont des homomorphismes tels que le diagramme est commutatif.
Si et v sont des isomorphismes alors B [’est aussi.

Démonstration. Démontrons d’abord que 3 est surjectif. Soient b/ € H' et k' =
Y'(h') € K'. Comme 7 est surjectif,

Jk € K tel que (k) = k' =o' (1'). (1)
De plus, comme il s’agit d’une suite exacte courte, v est surjectif. Donc
dh € H tel que ¥(h) = k. (2)

Par la commutativité du diagramme on sait que vy(¢(h)) = ¢'(8(h)). Or, par
I'équation (2) on a que v(¢(h)) = (k) et par 'équation (1) on a que (k) =
P! (h).
En appliquant ¢’ & 8(h)(h')~! on obtient
W (BR)(A) ) = (B()' (W)~ =y (e(h))y' (W)~
F(R)Y' ()~ = (W) () = 1k,

Cest-a-dire que B(h)(K)™' € Ker(y) = Im(¢’). Or, on peut écrire Im(¢')
comme ¢'(G') = ¢/(a(G)) car « est un isomorphisme.
Donc B(h)(h')~! € ¢/ (a(G)), Alors il existe g € G tel que

¢'(a(g)) = B(h)(A) 1, (3)
Par la commutativité du diagramme on sait que ¢’ o« = 3 0 ¢, et donc
¢'(alg)) = B(¢(9))- (4)

Par les équations (3) et (4) on sait que

Bh) (W)™ = B(olg)) & I = B(R) (B(e(9))
< W = B(he(g)™).

Il suit que § est surjectif, comme désiré.

Maintenant démontrons que [ est injectif. Soit h € H tel que f(h) = 1y
Comme 1’ est un homomorphisme, ¢'(8(h)) = 1gs. Or, par la commutativité
du diagramme on sait que 1)’ o 8 =y 09, et donc v(¢(h)) = 1x. Comme 7 est
injective, il suit que ¥(h) = 1k, et donc h € Ker(1).

Comme Ker(y) = Im(¢),

Jdg € G tel que ¢(g) = h. (5)
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Par la commutativité du diagramme ¢’ (a(g)) = B(¢(g)) et par 'équation (5),
¢ (a(g)) = B(h) = 1. Or, on a que ¢’ et a sont tous les deux injectifs, il suit
que g = 1g. Par I’équation (5) on a que h = ¢(g9) = ¢(1g) = 1x.
Donc g est injectif.

On a ainsi que f est un isomorphisme. O

Corollaire 4.6. Soient les deux suites exactes courtes suivantes :

1 A p_",@ 1
I
AVt p _T,q

Si ¢ : E — E' est un homomorphisme tel que poi =1 et n’ o = 7, alors ¢
est un isomorphisme.

5 Les cocycles et les extensions

Il est a noter que tout au long de cette section nous utiliserons le terme cocycle
pour parler de 2-cocycles, comme dans la section 2.

Définition 5.1. Soit la suite exacte courte suivante

1 A3 F-—"4% @G 1, une extension centrale.

Il est possible de définir une fonction s : G — E avec les propriétés suivantes :

o Comme 7 est surjectif, pour chaque g € G on peut choisir s(g) € E tel
que 7(s(g)) = g;

e Comme 7(lg) = 1lg ou 1 et 1g sont les éléments neutres de F et G
respectivement, on peut donc choisir s(1g) = 1p.

En général s n’est pas un homomorphisme.
On obtient donc le diagramme suivant :

1 At B Ty @ 1.

Proposition 5.2. La fonction s induit une fonction

c:AxG—=F
o(a,g) — i(a)s(g)

avec les propriétés suivantes :
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1. o est bijective;
2. o est un homomorphisme si et seulement si s est un homomorphisme.

Démonstration.

1)

Démontrons d’abord que o est injectif. Soient (a1,91), (a2,92) € A X G tels que
o(a1,q1) = o(az,g2). C'est-a-dire que i(a1)s(g1) = i(az)s(g2). Appliquons 7; on
obtient : m(i(a1)s(g1)) = 7(i(az2)s(g2)). Comme Ker(r) = Im(i) et m est un
homomorphisme, c’est équivalent a 7(s(g1)) = 7(s(g2)). Mais m o s = idg, alors
I’équation devient g1 = go.

Notre équation originale devient donc i(ai)s(g1) = i(a2)s(g1), ce qui im-
plique que i(a1) = i(a2). Finalement a; = ay car i est injectif. On a donc que
o(a1,g1) = o(ag, g2) si et seulement si (a1, g1) = (ag, g2), c’est-a-dire que o est
injectif.

Démontrons maintenant que o est surjectif. Soit e € F, et posons g = w(e). On a

ainsi que s(g) = s(m(e)). On observe que w(e's(w(e))_l) =m(e)-(mosom(e)) ™t

car T est un homomorphisme. Mais comme 7os = idg, on a 7w(e)-(roson(e)) ™! =

7(e)-(m(e))~! = 1. Alors 6-8(7‘((6))_1 € Ker(mw) = Im(i). Donc, il existe a € A
tel que 6'5(7‘(’(6))_1 = i(a). Finalement, on voit que e = i(a)s(w(e)) = i(a)s(g) =
o(a,g), et donc o est surjectif.

(2)

L’application o est un homomorphisme si et seulement si

o((a1,91) - (a2,92)) = o(a1, g1)o(az, g2) pour tous (a;,g;) € A x G.

On observe que
o((a1,g1) - (a2, g2)) = i(ara2)s(g192) = i(a1)i(az)s(g192)
car ¢ est un homomorphisme, tandis que
o(a1, g1)o(az, g2) = i(a1)s(g1)i(az)s(g2) = i(ar)i(az)s(g1)s(g2)

car E est une extension centrale.

Donc o((a1,91) - (a2, 92)) = o(a1,g1)o(az, g2) si et seulement si s(g1g2) =
s(g1)s(g2). On conclut que o est un homomorphisme si et seulement si s 'est. [

Théoréme 5.3. Soit
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une suite exacte courte donnant une extension centrale. L’extension centrale
E est isomorphe a l'extension triviale (A x G) si et seulement s’il existe un
homomorphisme s : G — E tel que mos = idg. On dit alors que s est une
section de .

Démonstration.
Supposons qu’on a une section s : G — E. De la proposition 5.2(2) on sait que
la fonction 0 : A x G — E, o(a,g) = i(a)s(g) est un homomorphisme. On sait
également de la proposition 5.2(1) que o est bijective. On a ainsi que o est un
isomorphisme et donc que £ = A x G.

Supposons maintenant qu’on a un isomorphisme ¢ : Ax G — E d’extensions,
correspondant au diagramme commutatif suivant :

s

p— Eﬁ”G 1
|

1 — A5 AxG 115G —1
T

T
Sion pose j: G — AxG, j(g) = (1a,9), on peut définir un homomorphisme
s =¢oj: G — E.Par la commutativité du diagramme, on sait que mo s =
mogoj=m"oj=1idg. Donc s est une section comme désiré. O

Note. En général on veut savoir a quelle "distance" s est d’étre un homomor-
phisme. Pour se faire, on veut comparer s(g)s(h) et s(gh). En appliquant =, on
a

s(g)s(h) = m(s(g)s(h)) = m(s(g))m(s(h)) = gh (6)
et

EN{
~—

s(gh) = m(s(gh)) = gh. (

Par les équations (6) et (7) on peut conclure que s(g)s(h)s(gh)~! € Ker(r) =
Im(i). Comme i est injectif, il existe un unique élément a € A tel que i(a) =

s(9)s(h)s(gh)~".
Posons f(g,h) := a, on obtient une unique fonction f : G x G — A tel que

s(g)s(h) = i(f(g,h))s(gh).

Proposition 5.4. La fonction f : GXG — A telle que s(g)s(h) = i(f(g,h))s(gh)
est triviale si et seulement si s est un homomorphisme.

Démonstration. La fonction f est triviale, c’est-a-dire f(g,h) = 14, si et seule-
ment si i(f(g,h)) = 1g, ce qui est équivalent & s(gh) = s(g)s(h). On conclut que
f est triviale si et seulement si s est un homomorphisme comme désiré. O

Lemme 5.5. La fonction f de la proposition 5.4 est un cocycle normalisé.

Démonstration. Tout d’abord on observe que

i(f(h.k) f(g.hk)) = i(f(h.k))i(f(g,hk)) = s(h)s(k)s(hk) ™" s(g)s(hk)s(ghk)~".
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Le produit des trois premiers termes étant dans le centre de F, nous obtenons
I’égalité

i(f(hk) [ (g,hk)) = 5(g)s(h)s(k)s(hk) " s(hk)s(ghk) ™" = s(g)s(h)s(k)s(ghk) .

D’un autre c6té nous observons que

i(f(g:h)f(ghk)) = i(f(g,h))i(f(ghk)) = s(g)s(h)s(gh) " s(gh)s(k)s(ghk)~".

En simplifiant I’équation nous obtenons

i(f(g.h) fghik)) = s(g)s(h)s(k)s(ghk)™".

On a donc que i(f(h.k)f(g,hk)) = i(f(g,h)f(gh,k)). Comme i est injectif, la
condition pour étre un cocycle est respectée.

Vérifions maintenant s’il est normalisé. On remarque que i(f(lg, h)) =
s(1g)s(h)s(lg-h)~t =1g-s(h)s(h)™' = 15 = i(14) L’injectivité de i implique
que f(1g,h) =14.

On peut ainsi conclure que cette fonction f est un cocycle normalisé. O

On verra maintenant que la fonction f contient 'information nécessaire pour
construire une nouvelle opération notée *; sur A x G telle que (A x G, *j) est
une extension centrale de G par A, et la bijection ¢ de la proposition 5.2 est un
isomorphisme d’extensions.

Définition 5.6. Soit une fonction f : G x G — A. On définit I'opération *
sur A x G par (a,9) *¢ (b,h) := (abf(g,h),gh).

Proposition 5.7. Soit f : G x G — A un cocycle normalisé. L’ensemble A x G
muni de 'opération %y forme un groupe.

Démonstration. Vérifions que le groupe admet un élément neutre.

(1a,1g) *5 (b,h) = (1abf(1g, h),1gh) = (b,h);
(avg) *f (1A7 1G) = (alAf(97 1G)791G) = (avg)‘

Le groupe admet donc 1’élément (14,1G) comme élément neutre.
Vérifions maintenant que 1’associativité est respectée. Pour (a,g), (b,h), (¢,k) €

AxGona
(a,9) x5 ((bh) x5 (c,k)) = (a,g) *f (bef (h.k),hk) = (abef(h,k) f(g,hk),ghk).
Pareillement on obtient

((a,g) *5 (b,h)) x5 (c,k) = (abf(g,h),gh) = (c,k) = (abf(g,h)cf(gh.k), ghk)
= (abcf(g,h)f(gh.k),ghk).
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Comme f est un cocycle, (abef(h.k)f(g,hk),ghk) = (abcf(g,h)f(gh,k),ghk);
ainsi ’associativité est respectée comme désirée.
Vérifions finalement que chaque élément admet un inverse.

(a,9) x¢ (b,h) = (1a,1¢) < (abf(g,h), gh) = (1a,1c)
< abf(g,h) =14 & gh=1g
sb=alf(g,h) & h=g!
sb=a"flg,g7)" & h=g"

Vérifions que (b,h) = (a7 f(g,97)7%, g71) est bel et bien un inverse.

(@ flg.g7 ) g™ ) xp (a,9) = (aa™ " flg.97 ) 97" 9).97'9)
= (flg.9 ) flg7"9),16).

Or, en utilisant la condition d’un cocycle avec les éléments (g, ", g) on
obtient f(g~",9)f(9.97'9) = (9.9~ ") f(99™ ", 9) d'ott f(g".9) = flg,97 ).
g »9)J\9,9 "9 9.9 99 9 g9 .9 9.9
On a donc effectivement que (a,g)~! = (a7 f(g71,9),971).
On peut donc conclure que (A x G, *¢) est un groupe. O

On remarque ainsi que chaque cocycle f meéne a une extension (A x G, *¢).

Proposition 5.8. Soit f : G x G = A un cocycle normalisé. Le groupe A x G
muni de l'opération ¢ a la structure d’une extension centrale.

Démonstration. Considérons les fonctions suivantes

l — A3 AxG "G —— 1.

avec

1:A— AxG T AxG =G

a— (a,lg) (a,9) — g.

Il faut donc démontrer que ¢ et m sont des homomorphismes, que i est injective,
que 7 est surjective, que Ker(m) = Im(i) et que i(A) C Z(A x G, *y¢).

Commencons par montrer que ¢ et 7 sont des homomorphismes. On a que
i(ar) *¢ i(a2) = (a1,1q) *f (a2,1q) = (ar1a2f(1g,1a), lalg) = (a1a2,1g) =
i(aiaz). On peut donc conclure que i est un homomorphisme. Regardons main-
tenant la fonction 7. On a que 7((a1,91) *5 (a2, g2)) = w(a1a2£(91,92), 9192) =
9192 = 7(a1,91)7(az2,92). Il en suit que 7 est également un homomorphisme.

De plus, il est trivial par la définition de ¢ que cette fonction est injective. I1
est également trivial par la définition de m que cette fonction est surjective. On
a en plus que Ker(m) = {(a,1g)|la € A} = Im(i).
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Finalement, il faut vérifier que i(A4) C Z(A x G, *x5). Prenons (a,1¢) € i(A)
t (b,g) € AXG.Ona (a71G) *f (b.g) = (abf(1G7g)v leg) = (ab7g>
t (bvg) *f (ale) = (ba’f(galG)vglG) = (baag) = (ab7g)'

On peut donc finalement conclure que le groupe A x G muni de I'opération
*¢ a la structure d’'une extension centrale. O

Note 5.9. La discussion ci-dessus nous donne comme résultat qu’avec une ex-
tension E donnée et une fonction s choisie, on obtient un cocycle f. On peut
ainsi conclure que chaque extension donne un cocycle f. De méme, chaque co-
cycle donne une extension. On aimerait maintenant savoir quand deux telles
extensions sont isomorphes.

Proposition 5.10. Soit f1, fo : GXG — A des cocycles normalisés menant aux
groupes (Ax G, xy,),1 = 1,2. Supposons qu’on a un isomorphisme des extensions
centrales.

1—— A" (AxG,xp) /> G 1

| oo

1—>A—>(A><G,*f2)L>G—>1.

Il suit que ¢ est de la forme ¢(a,g) = (ap(g),g), ot ¢ : G — A est tel que

ﬁg:hg ¢(g()g}f)h) Par contre, chaque fonction ¢ : G — A satisfaisant ;28 Z;

% nous donne un isomorphisme ¢ d’extensions.

Démonstration. Notons ¢(a,g) = (d4(a,9), da(a,g)). On sait par la commutati-
vité du diagramme que w2 0 ¢ = 71. On doit donc avoir que

WQ(&( ag)) = ¢~G(a7g) = Wl(avg) =g

On conclut donc que gbg( ,9) = g, et ce, pour tout (a,g) € A x G.
De plus, on sait que d) 0141 = i9. On doit donc avoir

o(i1(a)) = d(a,1¢) = (da(a,1a), 1) = iz(a) = (a,1¢).

On a ainsi que qﬁ};(all(;) = a et ce, pour tout a € A.
En sachant que ¢ est un homomorphisme de groupes, on doit avoir

d((a1,91) *5, (a2,92)) = (a1.91) *5, P(az.92).
En particulier, il faut
d((a1a) x5, (1a,9)) = dlalafi(la.9), lag) = dla.g) = ($a(a.9).9)-
Cependant,
d(a,1) *, d(1a,9) = (da(a,1a), 1) *1, ($4(14,9).9)

(a71 ) *fy (¢A(1Avg)>g)
= (aga(14,9) f2(16,9),1c9)
= (ada(14,9).9)-



90 Les extensions centrales de groupes

On conclut donc que ¢4(a,g) = ada(la,g) et ce, pour tout g € G et a € A.
Donc en posant

¢p:G— A
g = ¢~A(1Aag)7

on a ¢(a,g) = (ad(g),g) et ce, pour tout (a,g) € A X G.

Finalement, on doit avoir que ¢a((14,9)*f, (14,h)) = da(14,9) % s, da(1a,h).
D’un c6té on obtient

Ga((14,9) %5, (1a,h)) = da(fi(g,h).9h) = (f1(g,h)p(gh).gh).

Et de 'autre c6té on obtient

$A(14,9) * g, da(La,h) = (6(9).9) *5, (B(h),h) = (8(9)$() f2(g,h), gh).
On obtient ainsi f1(g,h)¢(gh) = ¢(g)P(h) f2(g,h), c’est & dire que

filg.h) _ ¢(g)(h) (8)
f?(g’h) ¢(gh) '

A Topposé, si nous avons une fonction ¢ : G — A satisfaisant la relation (8),
alors on pose

b:AxG—AxG
(a,9) = (ag(9),9)-

Il restera donc a vérifier les conditions suivantes
1. (;5 o) ’il = ’ig
2. mop=m

3. d((a1,91) #5, (az,92)) = dlai,g1) *5, dlaz, g2)

afin de s’assurer que la fonction ¢ définie nous donne un isomorphisme d’exten-
sions. O

Remarque 5.11. On peut donc en tirer la conclusion que deux cocycles fi et
fo donnent des extensions isomorphes si et seulement si % = d¢ avec do¢ le

cobord définit a la proposition 2.4. Dans un groupe additif on écrira donc que
fi— fa=dg.

Remarque 5.12. On obtient alors une bijection entre I’ensemble des classes d’iso-
morphismes des extensions et ’'ensemble H?(G,A). En effet, on sait du théoréme
5.3 et du lemme 5.5 qu’a partir d’une extension centrale F il est possible d’ob-
tenir un cocycle noté fg. A partir de ce cocycle on obtient I'extension centrale
A x G munie de 'opération * 7, comme démontré a la proposition 5.8. Il ne reste
qu’a vérifier que celle-ci est isomorphe a E. La définition 5.1 nous affirme qu’il
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est toujours possible de définir une fonction s : G — FE telle que mo s = idg. 1l
faudra donc montrer que cette fonction s est un homomorphisme. Or on a que
la fonction o définie a la proposition 5.2 est un homomorphisme. En effet,

o((a,g) #sp (b, h)) = (abfE(g,h).9,h) = i(abfr(g,h))s(gh).

Or, i est un homomorphisme, on obtient donc

a((a.9) *5 (b:h)) = i(a)i(b)i(fE(g,h))s(gh)-

Suite au théoréme 5.3, on sait que s(g)s(h) = i(fr(g,h))s(gh). Ainsi on a

a((a,9) * (b;h)) = i(a)i(b)s(g)s(h) = i(a)s(g)i(b)s(h) = o(a,g)o(bh)

car on sait que i(A) C Z(F). Ainsi on peut conclure que ¢ est un homomor-
phisme et par la proposition 5.2.2 il en suit que s est un homomorphisme. Nous
pouvons ainsi appliquer le théoréeme 5.3 et conclure que l'extension centrale E
est isomorphe a 'extension A x G munie de l'opération *y, .

En fait, il y a une structure de groupe sur les classes d’extensions qui fait que
cette bijection est un isomorphisme de groupes, mais les détails vont au dela des
notions abordées dans cet article.

6 La cohomologie des groupes cycliques

Dans cette section, pour la simplicité, on travaille avec les groupes A = Z,, et
G = Z,. Nous travaillerons donc avec des suites exactes courtes de la forme
suivante :

0 2 —s E " 7., 0.

Proposition 6.1. Soit 7 le plus grand commun diviseur de m et n. Il existe T
choiz d’homomorphismes ¢ : iy, — Lipy,.

Démonstration. Notons par k la classe de k € Z dans Z,. Comme 1 est le
générateur de Z,, le choix de ¢(1) = a € Z,, détermine toutes les valeurs de ¢.
Considérons a comme entier entre 0 et m — 1, et voyons quels choix de a donnent
des homomorphismes ¢.

Comme ¢(0) = ¢p(nx1) = nxa, on a que na =0 (mod m). Il suit qu’il existe
b € N tel que na = mb, et donc Za = 7b. Comme 7 et = sont copremiers, on
voit que * divise a et donc qu'’il existe un j € {0,1,...,7 — 1} tel que a = j™=.
Il y a donc 7 possibilités de choix pour a. O

Proposition 6.2. Soit 7 le plus grand commun diviseur de m et n. Alors la
cardinalité de B*(Zy, Zy,) est donnée par

n—1

m
|BZ(Zn7Zm)| = -
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Démonstration. Soit 6 : C*(Zy, Zn) — B*(Zy, Z,) ’homomorphisme §(¢) =
d¢. Cette fonction est surjective par définition de B?(Zy,,Zy,). Selon le premier
théoréme d’isomorphisme on a que B2(Zy,Zn) = CY(Zy, Zy)/ker(5). On a
donc que |B*(Zy, Z)| = |CY(Z, Zy)|/|kerd|, et il nous reste & compter les
8léments de C1(Zy,, Z,) et de kerd.

Premiérement, on voit que kerd = {¢ : Zy, — Zip|dp = 0} = ZY(Zp,Z,). La
proposition 6.1 nous permet de conclure que |ZY(Zy,,Z,)|= .

Finalement, les éléments de C'(Z,,, Z,) sont des fonctions ¢ : Z,, — Zn,
avec ¢(0) = 0. Pour chacun des n — 1 éléments non nuls de Z,, on a un choix
pour son image sous ¢ dans Z,. Il suit que |CY(Zy, Zy,)|= m™~ 1.

O

Objectif. Notre but est de construire explicitement chaque extension, a isomor-
phisme prés. On voit qu’il suffit de donner un représentant f € Z%(Z,,Zy,) de
chaque élément de Z2%(Zy, %)/ B*(Zn,Z,) ; I'extension correspondante serait
(A X G, *f)

Lemme 6.3. Soit f : Zy X Zpn — Ziy, un cocycle normalisé, alors f(i,1) =
f(1,8) pour tout i € Zy,.

Remarque . Parce qu’on utilise la notation additive, la condition de normalisa-
tion nous donne que f(i,0) = 0z, , mais nous dit rien au sujet de f(4,1).

Démonstration. Pour i = 1 on a bien str que f(1,1) = f(1,1). Supposons que
I’égalité est vraie pour un ¢ > 1 et montrons qu’elle est également vraie pour
i+ 1. En prenant le triplet (1,i,1) la définition du cocycle nous donne 1’égalité
f@)+ f(li+1) = f(i+1,1)+ f(1,§). Or, comme f(i,1) = f(1,i), il en suit
que f(i4+1,1) = f(1,i+1). On peut donc conclure que f(i,1) = f(1,i) pour tout
1 € L. O

Proposition 6.4. Chaque cocycle normalisé [ est déterminé par ses wvaleurs
f(Lk) € Zip, 0 < 1 < n. Plus précisément, pour i,j € {0,...,n—1} on a

itj—1

j—1
k=1

k=i

Démonstration. Démontrons cette proposition par une double récurrence.

Commencons avec le cas i = 1. On a f(1,5) = f;:l f(Lk) — Zi;ll (1,k)
par définition, pour chaque j € Z,.

Supposons que le résultat est vrai pour ¢ > 1 et pour chaque 5 > 1. On veut
démontrer que c’est aussi vrai pour ¢ + 1 et pour chaque j. On fera donc une
récurrence sur j.

Si j = 1, le coté droit de (8) devient Z?;li“ f(LE) = f(1,i+ 1). On sait
que f(1,i+1) = f(i+1,1) selon le lemme 6.3. On voit donc que la formule est
vraie pour (i + 1,1). Supposons que c’est vrai pour (¢ 4+ 1,7); on va le montrer

pour (i+ 1,5+ 1).
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En vérifiant la condition pour étre un cocycle avec les éléments (i + 1, 7, 1),
on obtient f(j,1)+ f(i+ 1,7+ 1) = f(i+j+ 1,1)+ f(i + 1,7). En utilisant nos
hypotheses on obtient

i+J j—1 i+j+1 0
k=1

k=i+1 k=i+j+1 k=1

j 0
—(z]:flk Zflk)
k=j k=1

i+ - i+j+1 J
= > f(Lk)- Z L)+ > fLk) =D f(1Lk)
k=i+1 = k=i+j+1 k=j
i+j+1 J
= 2 SR =) A
k=i+1 k=1
On peut conclure que f(i,j) = ;;fl f(1,k) — Z{;ll (Lk). O

Lemme 6.5. Sii+j > n, on obtient f(i,j) = ZZ;ZI f(1,k)— Zk Zﬂ o f(LE).

Démonstration. On obtient

fGg) =Y f(k) - Zflk

n—1 Z+j 1

—1
=X 7R+ 3 S0 S
k=i k=1
n— 1+j—n—1 7j—1
Zf(l k) + Z FLE) = f(LE)
k=i k=1
n—1

=3 f(1,k) - Z f(1,k).

k=i k=i+j—n

Voici une réciproque de la proposition 6.4.

Proposition 6.6. Etant donnée une liste de valeurs f(1,k),k > 1, la formule
(8) définit toujours un cocycle normalisé.

Démonstration. Avant de commencer, définissons une notation qui sera utilisée
lors de la démonstration. Soient g +nZ, h +nZ € Z,, avec g,h € {0,...,n—1};
on note

g-+h sig+h<n
lg+h] = .
g+h—n sig+h>n.
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On a tout d’abord besoin de démontrer la condition de cocycle pour g+ nZ.,h +
nZk +n. € Zy,.

D’un co6té,
h+k—1] k—1 Llg+h+k—1] lh+k—1]
Fhk)+ flgh+k) = > fAH=> fAD+ > fLh)—- > fFD)
I=h I=1 I=g I=1
lg+h+k—1] k—1 h—1
I=g I=1 =1
De l'autre coté
lg+h—1] h—1 lg+h+k—1] h—1
l=g =1 I=|g+h| =1
lg+h+k—1] h—1 k—1
I=g I=1 =1

On observe que f(h,k) + f(g,h + k) = f(g+ h,k) + f(g,h) comme désiré.

Vérifions maintenant la condition de normalisation.

j—1 j—1 0 -1
f(OJ) = Z f(l,k) - Z f(lak) = f(l,O) = Z f(17k) - Z f(lvk) =0.
k=0 k=1 k=1 k=1

On peut donc conlcure qu’étant donnée une liste de valeurs f(1,k),k > 1, la
formule (8) définit toujours un cocycle normalisé comme désiré. O]

Proposition 6.7. La cardinalité du groupe Z?(Zn, Z,) est m" 1.

| Z2(Z, Zoy))| = m" L.

Démonstration. On a démontré pécédemment qu’il est possible d’exprimer tout
cocycle en spécifiant les valeurs f(1,k) € Z,, pour k = 1,...,n—1. Le nombre de
cocycles différents dépend donc des différentes combinaisons de f(1,k) possibles.
Chaque f(1,k) a m valeurs possibles. On a ainsi m™~! cocycles différents. ]

Proposition 6.8. La cardinalité du groupe H*(Z, Zy,) est le plus grand com-
mun diviseur de m et n noté T.

\H*(Z, Z,)| = 7.

Démonstration. On sait que

n—1

m
‘H2(ZmZm)’ = |ZQ(ZH7Zm)‘/|Bz(ZmZm)| = -1 —

par les propositions 6.2 et 6.8. ]
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Proposition 6.9. Soit a € Z,,. Définissons f, : Zyp, X Ly — Ly, par

0 sii+j<n

7 pour (i + nZ,j + nZ) avec i,j € {0,...,n —1}.
a stit+j5=>n

ftl(ixj) = {

Alors f, est un cocycle normalisé.

Démonstration. Avant de commencer, définissons une notation qui sera utilisée
lors de la démonstration. Soit g + nZ,h + nZ € Z,, on note g + h le résultat
de I'addition dans Z,. Ainsi, g + h = g + h + nZ. Commencons maintenant la
démontration.

On démontre que la condition de cocycle est vérifiée pour chaque triplet
(g,h,k), avec g,h,k € {0,...,n —1}. On considére quatre cas différents selon les
valeurs de h + k et g + h.

ecasl:h+k>netg+h<n Onadun coté
f(hk) + flg:h+k) =a+0=a.

En effet, f(h,k) = a, car h + k > n. De plus, comme g + h < n et que
h+ k < h car h+ k > n, on peut conclure que g + h + k < n ce qui nous
confirme que f(g,h + k) = 0.

De Pautre coté,

flg+hk)+ f(g,h) =a+0=a.

En effet, f(g,h) = 0, car g + h < n. De plus, comme g + h < n alors
g+ h = g+h. Ainsi, comme k > O on a que g + h+k = g+h+k > h+k > n,
ce qui nous confirme que f(g+ h, k) = a.

On a donc f(h,k) + f(g,h + k) = f(g+ h, k) + f(g,h).

ecas2: h+k<net g+ h>mn.La preuve sera la méme que pour le
cas 1.

ecas3:h+k<netg+h<mn. Onadun coté
f(hk) + f(g,h+k) =0+ f(g,h+k).
De l'autre c6té on obtient
flg+h.k)+ f(g,h) = f(g+h, k) +0.

Comme h+k <n,h+k=h+k. Ainsi, g+h + kK = g+ h+k. Par le méme
argument, g + h+k =g+ h+k. On a donc que f(g,h + k) = f(g+ h, k).
On obtient donc la confirmation que f(h.k) + f(g,h + k) = f(g+ h, k) +

f(g,h).
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e cas4:h+k>netg+h>n. Onadun coté
f(hk) + flg,h+ k) =a+ flg. h+E).
De l'autre coté on a
flg+hk)+ fg.h) = f(g+hk) +a.

Comme h+k >nonaqueg+h+k=g+h+k—n. Parle méme
argument on a que g + h+k =g+h—n+k = g+ h+k—n car addition
est commutative dans Z,. Ainsi, on a f(g,h + k) = f(g + h,k, ce qui nous
permet de conclure que f(h,k) + f(g,h+ k) = f(g+ h,k) + f(g,h).

On a donc effectivement que f, est un cocycle et il est clair que celui-ci est
normalisé. O

Remarque 6.10. Soit f, et fy : Zip X Ly — Zi, définies comme dans la proposition
6.10. On observe que

0 sit+75<n

fa(iaj) - fb(ZJ) = { = fa—b(ihj)'

a—b sii+j>n

Note. On a donc définit une collection de cocycles {f,} déterminant des ex-
tensions centrales de Z,, par Z,,. On veut savoir quand deux de ces cocycles
déterminent la méme extension, a isomorphisme pres. C’est-a-dire, on veut sa-
voir quand f, — f» = fa_p est un élément de B?(Zy,,Zy,).

Théoreme 6.11. Le cocycle fo — fo = fa—p est un cobord si et seulement si
a — b est divisible par T, le plus grand commun diviseur de m et n.

Démonstration. Supposons que f,— fj est un cobord. Alors il existe ¢ : Z,, — Zim,
tel que f,—p = d¢. En particulier, si i + 5 < n, ¢(i)p(j) = ¢(i + 7).

Supposons que ¢(1) = a. On a alors que ¢(2) = ¢(1) + ¢(1) = a + a = 2«
(si n > 2). On utilise la méme logique pour tout les éléments de Z, jusqu’a
p(n—1)=(n—1)a.

Maintenant, sii+j > n, on a que ¢(i) +¢(j) — (i + J) = ¢(i) + d(j) — p(i +
j—n)=a—>b. 1l faut donc que i + ja — (i + j — n)a = a — b. En simplifiant
cette équation, on obtient na = a — b (mod m).

Cela implique qu’il existe un k& € IN tel que nae = a — b + mk et donc
que a —b = na+ml ou | = —k. Or, comme 7 est le pged(n,m), on a que
a—b=712a+72k = 7(2a+ Tk). On peut ainsi conclure que a —b est divisible
par 7.

Maintenant supposons que a — b est divisible par 7. Il existe donc un k£ € IN
tel que 7k = a — b. On peut donc réécrire la fonction f, — f, comme

0 siit4+j<n
Tk sii+j>n.

fa(ivj) - fb(lvj) = {
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Comme 7 = pgcd(n,m), il existe a,¢ € IN tel que na + em = 7k. On cherche
donc un ¢ tel que si i + j < n alors ¢(i) + ¢(j) = ¢(i + J).

Supposons que ¢(1) = «. On pose ¢(2) = ¢(1) + ¢(1) = o+ o = 2« et
ainsi de suite jusqu’a obtenir ¢(n — 1) = (n — 1)a. Pour i + 5 > n on pose
o)+ d(j) — (i +J) = ¢(i) + ¢(j) — ¢(i + j —n) = na. On obtiendra donc que
o(1) +o(j) — (i +j —n) =na=na+cm =1k = fo(i,7) — fp(i,)).

Il en suit que, pour ce ¢, on a f, — fp, = d¢. On peut donc conclure comme
désiré que le cocycle f, — fy, = fa_p est un cobord. O

Note. On sait maintenant que la collection {fo,..., fr—1} donne lieu a 7 ex-
tensions non-isomorphes de Z,, par Z.,. On prétend que chaque extension est
isomorphe a une de ces extensions. Il suffit de démontrer que chaque cocycle f
est équivalent a un f, pour a € {0,...,7 — 1}.

Proposition 6.12. Chaque cocycle [ : Z, X 2.y, — Ly, est équivalent a un f,
définit d la proposition 6.10, pour une unique valeur de a € {0,...,7—1}, ou T
est le plus grand commun diviseur de m et n.

Démonstration. On cherche a € Zy, et ¢ : Zp, = Zip, tel que f — fo = do.
On aura

. . f(i,) sit+j<n
fi.) = fa(ig) = {f(i,j) L siitjsn
On sait qu’il existe a € {0,...,n—1} et qu'il existe 5 € Z tels que ZZ;% f(LEk) =
nB + a. On obtient donc que a = ZZ;% (L,k) — np.
Posons que ¢(1) = S.Pour que ¢(1) + ¢(1) — ¢(2) = f(1,1) on pose ¢(2) =
268 — f(1,1).
On utilise la méme logique pour tout les éléments de Z,, jusqu’'a ¢p(n — 1) =

(n—1)8 = 3571 F(Lk).
Sii+ j < n, on obtient

i1 j—1 i+j—1
o(i) + ¢(j) — p(i + ) =iB — > f(Lk)+ 5B — Z fLE) —iB =B+ > f(Lk)
k=1 k=1

j—1 i+j—1 z+] 1

i—1 -1
— — 3 F(LE) = 3 F(LE) + me me Zf(l,k)=f(i7j)~
k=1 k=1

k=1
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Sii+j>n,ona

i—1 j—1
o(i)+0(j) —dli+j—n)=iB— > f(Lk)+iB—Y f(Lk) =i —jB+np
k=1 k=1

i+j—n—1

+ ). f(LE)
k=1

j—1 i—1
k=i+j—n k=1
n—1 J—1 n—1
k=i k=itj—n k=1
i+j—1 j—1 n—1
k=i k=1 k=1
On vient ainsi de démontrer que d¢ = f— f,. Icion a prit a € {0,...,n—1}, mais
selon le théoréme 6.11 on peut remplacer cette valeur de a par a’ € {0,...,7—1}
tel que a — o’ est divisible par 7. O

7 Conclusion

On a donc réussi a démontrer que H?(Zy, Zm) ~ Z, ol T est le plus grand
commun diviseur de m et n. Ainsi, avec la suite exacte courte suivante :

0 o — E —" 7, 0

on peut conclure que si m et n sont copremiers H?(Zy,, Z,) ne contient qu’un
seul élément soit 'extension triviale Z,, X Z,,.

Il pourrait étre intéressant dans le futur d’appliquer les différents concepts abor-
dés dans cet article afin de définir la cohomologie de groupes non cycliques. 11
serait aussi possible par la suite de définir ce que représente H3(G,A) et de
I’étudier en utilisant les principes définis dans cet article en plus de présenter de
nouveaux sujets pour en faciliter la compréhension.
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RESUME  Le but de cet article est de familiariser le lecteur avec la théo-
rie ergodique. Pour ce faire, nous présenterons certaines notions relatives a la
théorie de la mesure et a I'analyse fonctionnelle. Au cours de 'article, nous
donnerons un exemple de systéeme ergodique et énoncerons certains résultats
fondamentaux de la théorie ergodique. Nous présenterons notamment, et dé-
montrerons, le célebre théoreme ergodique de Birkhoff.

1 Introduction

En 1871, Ludwig Boltzmann, un physicien autrichien, formule pour la premieére
fois 'hypothese ergodique. Selon cette hypothese fondamentale de la physique
statistique, a 1’équilibre, la valeur moyenne d’une grandeur sur ’espace étudié est
égale a la moyenne d’un tres grand nombre de mesures effectuées dans le temps.
De l'analyse mathématique de cette hypothese est née la théorie ergodique.
Dans ce nouveau cadre, I'ergodicité exprime I'idée qu’un point en mouvement
dans un systéme visitera toutes les régions de celui-ci de maniére aléatoire. On
retrouve aussi cette idée dans la théorie du chaos, ou 'ergodicité est vue comme
une propriété caractéristique des systémes chaotiques. De plus, en théorie des
probabilités, la théorie ergodique permet également de généraliser la loi des
grands nombres a des familles de variables aléatoires dépendantes (voir [Klel3,
chapitre 20]).

Dans notre exploration de la théorie ergodique, nous aborderons les espaces
métriques [Mor20], la théorie de la mesure [Gal09, Ros06] et ’analyse fonction-
nelle [Mus14]. A P’aide des définitions et des résultats rassemblés au fil de I'article,
nous serons alors en mesure de présenter les notions et les résultats élémentaires
de la théorie ergodique [Grel5, EW11].

Pour illustrer I'idée au coeur de la théorie ergodique, nous démontrons un
résultat concernant les orbites des rotations irrationnelles du cercle. Ce dernier
peut étre représenté par 'intervalle [0,1] dont on identifie les extrémités, au-
trement dit par l’espace quotient R/Z. En identifiant R/Z & lintervalle [0,1),
nous munissons R/Z de l'ordre induit. Ainsi, pour a,b € R/Z, 'expression a < b
signifie que les représentants choisis dans [0,1) vérifient a < b.

Je tiens a remercier le Département de mathématiques de I’Université de Sherbrooke ainsi
que le Conseil de recherches en sciences naturelles et en génie du Canada pour leur soutien
financier. J'exprime également ma gratitude & Jean-Philippe Burelle pour son aide dans le
cadre de mes travaux de recherche.

©Université de Sherbrooke



100 Théorie ergodique

Lemme 1.1 ([Grel5], Théoreme 1.1). Soit T : R/Z — R/Z une rotation du
cercle définie par Tx = x + o (mod 1), ou 0 < a < 1. Alors, Uorbite (T™x)2,
(ouT™ désigne la composition de lapplication T avec elle-méme n fois) est dense
dans R/7Z si et seulement si a est irrationnel.

Démonstration. Pour la nécessité, nous allons procéder par contraposée. Sup-
posons que « est rationnel. Alors, il existe p,q € N tels que pged(p,q) = 1 et
o= g, ce qui implique qu’il existe m € N tel que % = p. En particulier, m = ¢,
et comme T"x = x + na, 'orbite consiste en ¢ points distincts, séparés par un
écart de %. Ainsi, l'orbite (T"x), n’est pas dense dans R/Z.

Pour la suffisance, soit « irrationnel et

d: R/Z x R/Z — [0,00)
(z,y) — d(z,y),

la métrique sur R/Z définie par d(z,y) = min(|z — y|,1 — |z — y|). Pour tous
x,y € R/Z, on remarque que comme « est irrationnel, il existe un entier naturel
n>1tel que z+ (n—1)a (mod 1) <y et x+na (mod 1) > y, ce qui implique
que d(y,x + (n — 1)a (mod 1)) < § ou que d(y,x +na (mod 1)) < 5. Posons

n—1 sidyx+(n—-1)a (modl)) <G
ny = :
e sid(y,x +na  (mod 1)) < g

Ce n1 induit une nouvelle rotation :

T R/Z — R/Z
x+— z+nia (mod 1)

Par récurrence, il est possible d’obtenir une suite {ny }ren d’entiers naturels telle
que :

dyT"e) < 3
dy T ™M) <
+ng+ @

Ay T ) < 2

On a donc que d(y,T™ T T2ty — () lorsque k — oo, ce qui implique que
pour tout € > 0 et tout x,y € R/Z, il existe n € N tel que d(y,T"z) < . Ainsi,
l'orbite d’une rotation irrationnelle est dense dans R/Z. O

Ce lemme jouera un role central dans la suite, puisqu’il servira de point de
départ a la construction d’un systéme ergodique.
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2 Définitions et premiers résultats

Chaque section commencera par un court rappel de certaines notions indispen-
sables a la compréhension du sujet traité. Un lecteur expérimenté pourra, s’il le
souhaite, passer cette sous-section.

2.1 Espace métrique et théorie de la mesure

Dans ce rappel, il sera question des espaces métriques et de la théorie de la
mesure. En ce qui concerne les espaces métriques, la référence principale est
[Mor20], tandis que pour la théorie de la mesure, nous nous appuierons sur
[Gal09] et [Ros06]. Pour plus de détails sur les espaces métriques, le lecteur
pourra également consulter [Musl4]. Dans un premier temps, nous passerons
en revue quelques définitions et résultats importants concernant les espaces mé-
triques.

Définition 2.1. Soit X un ensemble non vide et d : X x X — [0,00) une
application telle que, pour tous a,b,c € X, on a les propriétés suivantes :

i) d(a,b) > 0 et d(a,b) = 0 si et seulement si a = b,
ii) d(a,b) = d(b,a), et
iii) d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c).

Alors, on appelle d une métrique sur X et on dit que (X,d) est un espace
métrique.

En d’autres termes, un espace métrique n’est rien d’autre qu’un ensemble sur
lequel on a défini une notion de distance. L’exemple le plus simple d’un tel espace
est sans doute I'espace euclidien de dimension 1, c¢’est-a-dire le couple (R, d), ou
d désigne la distance euclidienne définie, pour tout z,y € R, par d(z,y) = |z —y|.

Dans un premier cours d’analyse, on se familiarise avec le concept de conver-
gence dans le cas réel. Ici, nous utilisons les espaces métriques afin de généraliser
ce concept. La définition suivante n’est rien d’autre que le prolongement naturel
de la définition usuelle de la convergence au cadre des espaces métriques.

Définition 2.2. Soit (X,d) un espace métrique et {zy, nen une suite de points
dans X. On dit que la suite converge vers x € X, si pour chaque € > 0, il existe
un entier ng € N tel que pour tout n > ny, d(z,z,) < €. On écrit x,, — x. De
plus, une suite {yy }nen de points de X est dite convergente dans (X,d), s’il
existe un point y € X tel que y, — y.

On note également que, dans le cas des espaces métriques, si la limite d’une
suite existe, alors cette limite est unique. On termine ce rappel sur les espaces
métriques par la définition des boules. Soient (X,d) un espace métrique, p € X
et r € R>%. On appelle boule ouverte centrée en p I’ensemble B(p,r) := {z €
X | d(p,x) < r}.

Il est maintenant temps de regarder du c6té de la théorie de la mesure. Cette
derniére nous permet de fournir un cadre rigoureux a la théorie ergodique.
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Définition 2.3. Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou o-algébre) sur X
une famille ./ de parties de X possédant les propriétés suivantes :

i) X € o7,
ii) si A€ o/, alors A° € &7, et
iii) si A, € &, pour tout n € N, alors ey An € #7.

Les éléments de o7 sont appelés les ensembles mesurables (ou parties me-
surables) de (X,o) et on dit que (X,47) est un espace mesurable.

Les tribus nous permettent de définir de fagon rigoureuse la notion d’en-
semble mesurable, un concept fondamental en théorie de la mesure. Dans le
cas ou X serait un ensemble contenant un nombre dénombrable d’éléments, on
pourrait tout simplement prendre M = Z(X), ’ensemble des parties de X. La
définition précise d’une tribu n’est pas essentielle pour une bonne compréhen-
sion de la théorie ergodique. Une tribu sur un ensemble X est simplement un
sous-ensemble de ’ensemble des parties de X, possédant certaines propriétés.La
nécessité des tribus vient du fait qu’il n’est généralement pas possible de définir
une mesure possédant certaines propriétés intéressantes sur I’ensemble des par-
ties d’'un ensemble donné. Les définitions suivantes nous permettront de nous
familiariser avec deux types de tribus bien connus.

Définition 2.4. Soit X un ensemble et M C #(X). La tribu engendrée par
M sur X est l'intersection de toutes les tribus sur X contenant les éléments de
M.

On peut caractériser la tribu engendrée par M sur X comme étant la plus
petite tribu sur X contenant les éléments de M. Notons aussi que la tribu en-
gendrée par M sur X existe, puisque &(X) est une tribu sur X contenant M ;
I'intersection considérée est donc non vide.

Définition 2.5. Soit (X,d) un espace métrique. Notons O l’ensemble des ou-
verts de (X,d) (c’est-a-dire les boules ouvertes, leurs unions et les intersections
finies de boules ouvertes). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel)
de X, et on la note (X) (ou simplement A lorsqu’il n’y a pas de risque de
confusion), la tribu engendrée par O.

Apres la fin de cette sous-section, lorsqu’il sera question de tribu, il s’agira
de la tribu de Borel. Ceci dit, nous pouvons désormais discuter de mesure et
d’espace mesuré.

Définition 2.6. Soient X un ensemble et &7 une tribu sur X. On dit qu'une
application p : &/ — [0, + oo] est une mesure sur (X,), si elle vérifie les
conditions suivantes :

i) La mesure de la partie vide est nulle, ¢’est-a-dire, p(0) = 0.
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ii) Si (Ap)nen est une famille dénombrable d’éléments de &/ deux a deux
disjoints (c’est-a-dire A; N A; = () pour tous ¢ # j), alors :

2 U Ap :ZM(An)'

neN neN
On appelle cette propriété la o-additivité.
On dit que (X, ,11) est un espace mesuré.

Dans cet article, lorsque nous utiliserons le terme mesure, il s’agira en fait
de mesure de probabilité. Plus précisément, considérons (X, ,u) un espace
mesuré. Alors, p est une mesure de probabilité si u(X) = 1. Le lecteur remar-
quera qu’il n’est pas plus général de considérer les mesures finies (c’est-a-dire les
mesures j telles que u(X) € R”%) que de considérer les mesures de probabilité.
En effet, toute mesure finie peut étre normalisée pour en faire une mesure de
probabilité. La prochaine proposition nous donne quelques propriétés tres utiles
sur les mesures.

Proposition 2.7. [Propriétés élémentaires d’une mesure| Soit u une me-
sure sur 'espace mesurable (X,o7), alors p posséde les propriétés suivantes :

i) Monotonicité : St A, B € o/ et A C B, alors n(A) < u(B).

it) Sous-additivité : Si A, € o/, ¥n € N, alors

n(U 4n) < wAn).

neN neN

ii) Si Ap € o, Vn € N et si Ay, C Any1, Vn €N, alors

,u( U An) = lim u(A4,).

n—oo
neN

w) Si A, € o, VneN et si Apy1 C Ay, Yn € N avee u(Ap) < oo, alors

n( () An) = fim (o)
neN

Dans la théorie de la mesure, on rencontre fréquemment des ensembles de
mesure nulle. On dit que ces ensembles sont négligeables.

Définition 2.8. Soit (X, .o, ;) un espace mesuré. On dit qu'une propriété P
est vraie presque partout (ou p.p.) si I'ensemble {x € X | P(z) est fausse}
est de mesure nulle ou contenu dans un ensemble de mesure nulle.

La notion de propriété vraie presque partout est omniprésente dans tout
I’article et elle est un concept fondateur de la théorie de la mesure. On poursuit
avec un autre concept trés important pour la suite de 'article.
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Définition 2.9. Soient (X1, ) et (X2,9%) deux espaces mesurables. On dit
d’une application T : X; — X5 qu'elle est mesurable si T7'A € o/, VA € o
(ot T7'A:= {x € X | Tx € A} désigne 'image réciproque de ’ensemble A par
T).

Par exemple, soit (X,2%), un espace mesurable, toute application constante
de X dans R muni de sa tribu de Borel est mesurable, car I'image réciproque
de tout ensemble mesurable de R est X ou I’ensemble vide. Le lecteur prendra
note que les applications continues de X dans R muni de sa tribu de Borel
sont mesurables (I'image réciproque d’un ouvert par une application continue
est ouvert). De plus, il est important de remarquer que le concept d’application
mesurable est indépendant de la mesure choisie. On termine cette sous-section
par un exemple de mesure.

Définition 2.10. Soit I'espace mesuré (RY, Z(R%)), ot d € N* et Z(R9) est la
tribu de Borel de R?. On appelle mesure de Lebesgue la mesure \ telle que
pour tout pavé P = [a1,b1] X [ag,ba] X - -+ X [ag,bg] C R,

MP) = H(bi —a;).

Le lecteur notera que la mesure de Lebesgue est invariante par translation et
que l'existence d’une telle mesure constitue un fait non trivial (voir, par exemple,
[Ros06, chapitre 2]). La propriété suivante est, elle aussi, un peu moins évidente.

Proposition 2.11. La mesure de Lebesque est extérieurement réguliére. C’est-
a-dire, pour tout E € B(RY), N(E) = inf{\(V) | V ouvert, V D E}.

2.2 Systeme préservant la mesure et ergodicité

On commence notre initiation a la théorie ergodique par quelques définitions
et résultats élémentaires. L’approche utilisée dans cet article pour présenter la
théorie ergodique est largement inspirée de celle que 1'on retrouve dans [Grel5].
En particulier, cette section s’inspire des chapitres 2 et 3 de ces notes de cours.
Pour les étudiants qui aimeraient poursuivre leur apprentissage en théorie er-
godique, [EW11] serait une trés bonne référence pour débuter, on 'utilise aussi
comme référence pour certains résultats.

Définition 2.12. Soient (X1,%1,u1) et (X2,%PBo,u2) deux espaces mesurés et
T : X7 — X9 une application. On dit que T est une application préservant
la mesure si T est mesurable et si p3 (T 1 A) = p2(A), pour tout A € %. Dans
le cas ou (X,Z4,u) est un espace mesurable et 7 : X — X est une applica-
tion préservant la mesure, on appelle (X,%,u,T) un systéme préservant la
mesure.

Le prochain résultat nous fournit un outil pour montrer qu’une application
préserve la mesure. De plus, puisque nous travaillons seulement avec les tribus
de Borel, ce résultat s’applique a tout 'article.
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Lemme 2.13. Soient (X1,%1,11) et (X2,PBo,u2) deux espaces mesurés et T :
X1 — Xo une application mesurable. Supposons que By soit engendrée par une
collection M C P(Xs). Supposons que pour tout A € M, on a u1 (T tA) =
pa(A), alors T est une application préservant la mesure.

Voir la démonstration du lemme 2.2 de [Grel5], pour la démonstration.
Considérons une nouvelle fois les rotations irrationnelles du cercle et montrons
qu’il s’agit d’un systéme préservant la mesure pour la mesure de Lebesgue.

Remarque . Ici, et pour la suite de l'article, on identifie R/Z a I'intervalle [0,1]
ou on identifie les extrémités.

Exemple 2.14. Soient X = R/Z et T : X — X la rotation définie par
Trx =z +a (mod 1), ou 0 < o < 1 est irrationnel. Alors, (X,%,\,T) est un
systeme préservant la mesure, pour & la tribu de Borel de X et A la mesure de
Lebesgue.

Démonstration. On peut démontrer que Z(X) est engendrée par M, la collection
d’ensembles qui contient les ensembles de la forme (a,b) et ceux de la forme
[0,a) U (b,1) ot a,b € X. Comme la mesure de Lebesgue est invariante par
translation, on a A(T"'A) = A(A) pour tout A € M. Ainsi, par le lemme
précédent, (X, 2,\,T) est un systéme préservant la mesure. ]

Maintenant que nous avons un peu de vocabulaire, on peut énoncer et dé-
montrer le premier résultat en lien direct avec la théorie ergodique.

Théoréme 2.15. [Théoréme de récurrence de Poincaré]//Grel5], Théo-
reme 2.1] Soit (X, B,u,T) un systéme préservant la mesure. Soient A € A et
A’ lensemble des x € A tels que T"x € A pour une infinité de n € N. Alors,
w(A\ A") =0, c’est-da-dire, il existe une infinité de n € N tels que T™x € A pour
presque tout x € A.

Démonstration. Posons Uy = U~y T "A (ou T7"™A désigne l'image réci-
proque de 'ensemble A par T™), I'ensemble des 2 € X tels que T"z € A pour un
certain n > N, et U := [\yey Un, 'ensemble des x € X tels que 7"z € A pour
une infinité d’entiers n. On remarque que U est mesurable, car U est une intersec-
tion dénombrable d’unions dénombrables d’ensembles mesurables. De plus, par
la définition de A’, on aA’ = AN U. Maintenant, considérons la suite (Uy) nen,
on sait que ’on a 'imbrication d’ensembles mesurables Uy D U; D Uy D .... De
plus, u(Uny1) = (T 1UyN) = u(Uy), car Uy est mesurable et

TN =T Tma) = Y T A= | T A= Un
n>N n>N n>N+1

Par I’égalité que nous avons, le fait que p(Up) < oo (p est une mesure de probabi-
lité) et les propriétés élémentaires d’une mesure, on a u(U) = limpy 00 u(Un) =
limpy 00 1(Uo) = u(Up). Donce p(Up \ U) = 0, ce qui implique que u(A\U) =0,
car A C Uy. Ainsi, p(A\ A’") =0, car u(A\ A") = p(A\ (ANU)) =u(A\U)
0.

Ol
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On présente par la suite un résultat qui découle immédiatement du théoréme
de récurrence de Poincaré. Plus précisément, si on consideére la démonstration
du théoreme de récurrence de Poincaré, le prochain résultat découle du fait que
UcU.

Corollaire 2.16. [Conséquence du théoréme de récurrence de Poin-
caré]| Soit (X,B,u,T) un systéme préservant la mesure, ot p est une mesure

finie. Alors, pour tout A € 2, ,u(A \Us2, T*”A) =0.

Soient X un ensemble, £ un sous-ensemble de X, et T" : X — X une
application. On dit que E est un ensemble T-invariant si T-'E = E. De
plus, considérons (X,%,u,T) un systéme préservant la mesure, on dit que F
est un ensemble presque T-invariant si u(EAT 'E) = 0, ot EAT'E =
(E\T'E)U(T7'E\ E) désigne la différence symétrique des ensembles E et
T~'E. On peut maintenant entrer dans le vif du sujet et donner la définition de
Iergodicité.

Définition 2.17. Soit (X,4,u,T) un systéme préservant la mesure. On dit que
T est ergodique si tous les ensembles presque T-invariants de (X,%,u,T") sont
de mesure nulle ou 1.

En fait, ce n’est pas la transformation 1" qui est ergodique, mais le systeme
au complet qui est ergodique. Dans une définition plus standard de 'ergodi-
cité, on remplacerait "tous les ensembles presque T-invariants" par "tous les
ensembles T-invariants". On pourrait étre porté a penser que les deux défini-
tions ne sont pas équivalentes, puisque qu’une condition sur tous les ensembles
presque T-invariants est plus restrictive qu’une condition sur tous les ensembles
T-invariants. En fait, les deux définitions sont équivalentes. On retrouve le méme
résultat (proposition 2.14) dans [EW11].

Proposition 2.18. Soit (X,%Z,u,T) un systéme préservant la mesure. Alors,
tous les ensembles presque T-invariants sont de mesure nulle ou 1 si et seulement
si tous les ensembles T-invariants sont de mesure nulle ou 1.

Démonstration. Supposons que tous les ensembles presque T-invariants sont de
mesure nulle ou 1. Alors, tous les ensembles T-invariants sont de mesure nulle
ou 1, car les ensembles T-invariants sont en particulier des ensembles presque
T-invariants.

Au contraire, supposons que tous les ensembles T-invariants sont de mesure
nulle ou 1. Soit F un ensemble presque T-invariant, alors u(EAT'E) = 0.
Posons E' := NyenyUn>n T "E. Alors, E' est un ensemble T-invariant, car
T'E' = Nyen Unsy T~"VE = Nyen Upsy T7"E. On peut également mon-
trer, de maniére assez directe, que B

EAFE' c | J(EATE).

n>1
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De plus, comme pour tous ensembles A, B,C, on a AAB C (AAC) U (BACQ),
un simple calcul montre que

WEAT™(E)) <Y (T~ ""VEAT™E) = nu(EAT'E) = 0.
=1

Donc u(EAE') = 0, ce qui implique que u(E) = p(E’). Ainsi, tous les ensembles
presque T-invariants sont de mesure nulle ou 1. O

A T'aide du théoreme de récurrence de Poincaré, on peut reformuler notre
définition de I'ergodicité et obtenir une définition équivalente.

Lemme 2.19. Un systéeme préservant la mesure (X, B,u,T') est ergodique si et
seulement si pour tout A € B avec u(A) > 0, il existe n € N tel que T"x € A,
pour presque tout r € X.

Démonstration. Pour la suffisance. Supposons que (X,%,u,T) est ergodique. On
prétend que 'ensemble Ay = J;2; T "A des x € X pour lesquels il existe un
certain n € N tel que Tz € A est presque T-invariant. On sait que T-'A, C A,
et que la différence symétrique de ces deux ensembles est A, \ T~1A, . De plus,

ANT YA =T 1A\ (TT2PAUT3AUT AU ),

qui est de mesure nulle par le corollaire du théoreme de récurrence de Poincaré
et donc A4 est presque T-invariant. Puisque T est ergodique, on a u(Ay) =0
ou 1. Cependant, pu(Ay) > 0, car u(A) > 0 et u(A\ Ay) = 0 (corollaire du
théoreme de récurrence de Poincaré). Ainsi, u(Ay) = 1, autrement dit presque
tout les points de X sont dans A, .

Pour la nécessité, soit E € % un ensemble presque T-invariant et £, défini
comme A . Par le théoréme de récurrence de Poincaré u(E) = u(E4 N E). Sans
perte de généralité, supposons que p(E) > 0. Alors, par hypothese, u(E;) = 1.
Ainsi, pu(FE) € {0,1}, ce qui implique que le systéeme est ergodique. O

3 Théoreme ergodique

Les sections de ce chapitre concernant directement la théorie ergodique sont
inspirées des chapitres 3,4 et 5 de [Grel5].

3.1 Un peu plus de théorie de la mesure et les espaces de Hilbert

Afin d’approfondir notre étude de la théorie ergodique, il nous faut plus de
connaissances sur la théorie de la mesure et les espaces de Hilbert. Ces deux
sujets nécessitent une certaine connaissance des espaces métriques complets
[Mor20]. Commengons par un rappel sur ces espaces et leurs propriétés.

Définition 3.1. Une suite {zy, }nen de points dans un espace métrique (X,d)
est appelée une suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe un entier positif
no tel que pour tout m > ng et n > ng, d(xm,x,) < €.
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Toute suite convergente est une suite de Cauchy, mais la réciproque n’est
généralement pas vraie, ce qui nous meéne a la prochaine définition.

Définition 3.2. Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de
Cauchy dans (X,d) converge.

Considérons (X,||-||x) un espace normé, alors (X,dx) est un espace métrique
pour dx(z,y) = ||z — y||x pour tout z,y € X. On termine ce rappel sur les
espaces métriques complets avec la définition d’un sous-espace fermé et une de
ses propriétés en lien avec les espaces métriques complets.

Définition 3.3. Soit (X,d) un espace métrique. On dit de ¥ un sous-ensemble
de X qu'il est un sous-espace fermé de (X,d) si et seulement si toute suite de
points dans Y convergente dans X converge vers un point de Y.

Le lecteur prendra note qu’il ne s’agit pas d’une définition standard des
sous-espaces fermés, mais plutét d’une définition équivalente.

Lemme 3.4. Soient (X,d1) un espace métrique complet, Y un sous-ensemble
de X et dy la métrique induite sur'Y par dy. Alors, (Y,d2) est un sous-espace
fermé de (X,dy) si et seulement si (Y,da) est un espace métrique complet.

Maintenant que nous nous sommes dotés de ces définitions et résultats sur les
espaces métriques complets, nous pouvons passer au complément sur la théorie
de la mesure [Gal09]. On dit de f, une fonction, qu’elle est simple, si f =
Yo cilg,, ot les ¢; sont des constantes et les E; sont des ensembles mesurables.
Le lecteur prendra soin de noter que la somme est finie. On commence par définir
I'intégrale d’une fonction simple et positive. Soient (X,%,u), un espace mesuré et
f: X — [0,00), une fonction simple et positive. Supposons que f = >, ¢ilg,,
ol les ¢; sont des constantes et les F; sont des ensembles mesurables. Alors, on
appelle intégrale de f (par rapport & la mesure p), la somme >_7* ; ¢;u(E;) que
I'on note [y fdu. Par la suite, on étend la définition d’intégrale aux fonctions
mesurables et positives. Soit f : X — [0,00), une fonction mesurable et positive.
On définit 'intégrale de f sur X par :

/de,u = sup{/thdu |® € e (X) et@gfp,p'},

ot £4(X) est 'ensemble des fonctions simples et positives. De plus, on dit que
[ est intégrable si [y fdu < oo. Il suffit maintenant de généraliser le concept
aux fonctions quelconques. Soit f : X — R, une fonction mesurable. Alors, il
existe f* := max(0,f) et f~ := min(0,f), deux fonctions positives et mesurables
telles que f = f* — f~ et on dit que f est intégrable si f* et f~ le sont. Dans
ce cas, l'intégrale de f est [y fdp := [y fTdp — [y f~dp. La généralisation
aux fonctions complexes se fait de fagon analogue a la définition précédente. On
considere f une fonction complexe, on a f = R(f) + iS(f) et on dit que f est
intégrable si R(f) et I(f) le sont. Nous ne présenterons pas toutes les propriétés
de I'intégrale d’une fonction par rapport a une mesure, mais il est intéressant de
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noter que cette intégrale partage certaines propriétés (par exemple, la linéarité)
avec l'intégrale de Riemann.
On poursuit, en donnant la définition des espaces ZP et de leurs normes p.

Définition 3.5. Soient p € [1,00), (X,%,1) un espace mesuré et .# 1’ensemble
des classes d’applications mesurables de X dans R (respectivement C) pour la
relation d’égalité p.p.. On définit LP(X,%,u) comme 'ensemble des fonctions
[ € A vérifiant [ |f|Pdp < +oo (lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on
note LP(X)). De plus, on note L>(X,%,u), 'ensemble des classes de fonctions
f € A essentiellement bornées, c’est-a-dire, les fonctions f € # telle qu’il
existe M > 0 avec |f| < M p.p. (lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on
note L*°(X)). Pour f € LP(X), on appelle la norme £” de f et on note ||f|,,

1
le nombre réel ||f||, := ([x |f|Pdu)?. De facon analogue, pour f € Z°°, on

appelle la norme 2> de f et on note || f||oo, le nombre réel ||f||s := inf{M €
[0,00) | |f]| < M p.p.}. On définit pour tout p € N* U oo, I’espace £P(X,%,u)
comme 'ensemble LP(X,%,,1) munie de la norme || - ||, (lorsqu’il n’y a pas de
risque de confusion, on note .£?(X)).

Pour conclure cette partie sur la théorie de la mesure nous présenterons trois
résultats sur les espaces ZP.

Théoréme 3.6. Les fonctions simples sont denses dans L.

Théoréme 3.7. [Théoréme de Riesz-Fischer| Pour tout p € [1,00], les
espaces LP munis de leur norme || - ||, sont des espaces vectoriels complets.

Le résultat nous dit que toute suite de Cauchy dans .£P converge en norme p.
Il faut interpréter ce résultat de la bonne fagon. Soit (fy,)nen une suite de fonc-
tions dans ZP (ou p # o0), supposons que cette suite converge vers f en norme
p- Le fait que la suite converge en norme p n’implique pas que f, converge sim-
plement p.p. vers f. En effet, il est trés important de comprendre qu’il s’agit de
deux convergences différentes et que I'une n’implique pas nécessairement I’autre.

Remarque 3.8. Un résultat de la théorie de la mesure nous dit que toute suite
qui converge en norme P admet une sous-suite convergente p.p..

Théoréme 3.9. Soit (X,%,u) un espace mesuré, de mesure finie. Alors, pour
tout p,q € [1,00] tels que p < q, X1 C £LP.

Puisque dans le cadre de cet article nous travaillons seulement avec des me-
sures de type finie, le dernier théoréeme est donc toujours valide.

Par la suite, nous allons avoir besoin de quelques notions sur les espaces de
Hilbert. Encore une fois, pour plus de détails concernant les espaces de Hilbert,
le lecteur est invité & consulter [Musl4], c’est aussi notre référence pour ce qui
concerne les espaces de Hilbert. Tout d’abord, de fagon informelle, les espaces
de Hilbert sont des espaces vectoriels réels (respectivement complexes), dans
lesquels nous pouvons appliquer nos techniques d’analyse. La premiére étape
pour définir les espaces de Hilbert, était de définir les espaces métriques complets
et maintenant, il nous reste juste a étendre le concept de produit scalaire aux
espaces vectoriels complexes.
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Définition 3.10. Soit E un espace vectoriel complexe muni d’une application
(-, : Ex E — C telle que pour z,y,z € Eet ab € C,on a:

i) (ax + y,2) = a(z,2) + (y,2),

i) (z,by + 2) = blz,y) + (2,2),

)
)
iii) pour tout z,y € E, (z,y) = (y,x),
iv) pour tout z € E, (x,z) > 0, et
)

v) pour tout x € E, (z,x) = 0 si et seulement si z = 0.
Alors, on dit que (,) est un produit scalaire hermitien.

Définition 3.11. Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel complexe
(respectivement réel) muni d’un produit scalaire hermitien (respectivement eu-
clidien) (,) : H x H — C (respectivement R) avec la propriété que H est complet
par rapport a la norme ||z|| = y/(x,z) induite par ce produit scalaire hermitien
(respectivement euclidien).

Notons que, d’apres le lemme 3.4, un sous-ensemble d’un espace de Hilbert
est un espace de Hilbert si et seulement s’il est fermé. Le premier exemple d’un
tel espace est I'espace .Z2. Soit (X,%,u) un espace mesuré, alors .Z%(X) est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire hermitien (,) : .£? x £? — C défini
par (f.g) = [x fgdu pour tout f,g € £?(X). Pour terminer cette sous-section,
nous allons regarder quelques définitions et propriétés concernant les opérateurs
et les fonctionnelles.

Définition 3.12. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur linéaire continu
sur H est une transformation linéaire continue T : H — H. C’est-a-dire, une ap-
plication de T : H — H qui respecte les conditions suivantes :

i) Pour tout z,y € H, T(z +y) =Tx + Ty.
ii) Pour tout x € H et A€ F, T'(A\x) = \Tz
iii) Pour toute suite de Cauchy (xy,)nen de H, T (limy, 00 2p) = limy,—y00 T,

Une fonctionnelle sur H est une application linéaire continue ¢ : H — F.
L’ensemble des fonctionnelles est dénoté H* et on dit que H* est I’espace dual
de H.

Définition 3.13. Soit H un espace de Hilbert, et notons || - ||z la norme in-
duite par son produit scalaire. Un opérateur linéaire borné sur H est une
application linéaire ¢ : H — H telle qu’il existe une constante C' > 0 véri-
fiant ||¢z||g < C|lz||g pour tout z € H. L’infimum de toutes les constantes
satisfaisant cette inégalité est appelé la norme de l'opérateur ¢, et se note

[ llop-
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En fait, dans les espaces normés, il n’y a pas de différence entre les applica-
tions linéaires bornées et les applications linéaires continues. Comme les espaces
de Hilbert sont normés, les deux applications sont équivalentes. La prochaine
proposition découle de la complétude des espaces de Hilbert et des propriétés
des sous-espaces vectoriels fermés.

Proposition 3.14. Soient H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire
hermitien (-,-)g et V. C H un sous-espace vectoriel fermé. On définit le com-
plément orthogonal de V par V*: := {z € H | (z,v)g = 0, Vv € V}. Alors,
H se décompose comme H =V @ V=L, et il existe un unique opérateur linéaire
m: H — V vérifiant :

i) m|y est lidentité sur V ;
it) Ty 1 est Uapplication nulle ;
iii) pour tout v € H, v — mx € V*+.

Le prochain résultat qui nous intéresse est le théoréme de représentation de
Riesz, ce dernier est sans doute I'un des théorémes les plus importants concernant
les espaces Hilbert. En effet, il établit un isomorphisme entre un espace de Hilbert
H et son espace dual H* muni de la norme ||z*|| g+ = ||z|| g

Théoréme 3.15. [Théoréme de représentation de Riesz] Soit H un espace
de Hilbert. Pour toute fonctionnelle ¢ € H*, il existe un unique x4 € H tel que
d(x) = (xgp,x) pour tout x € H et ||d||op = ||zg||H-

En fait, dans le cadre de cet article, le théoréeme de représentation de Riesz
est surtout important pour justifier ’existence et I’unicité de ’adjoint d’un opé-
rateur linéaire borné.

Définition 3.16. Soient H un espace de Hilbert et ¢ : H — H un opérateur
linéaire borné. On dit de ¢* qu’il est 'adjoint de ¢, si ¢* : H — H est un
opérateur linéaire borné tel que (pz,y) = (x,¢*y) pour tout z,y € H. Dans ce
cas, on a [|¢|[op = [[¢*[op-

3.2 Exemple de systeme ergodique

Nous n’avons toujours pas donné d’exemple de systeme ergodique, la raison
principale étant le fait qu’il est assez fastidieux de montrer qu'un systeme est
ergodique. Cependant, nous sommes a quelques résultats pres de pouvoir mon-
trer que le systeme de ’exemple 2.14 est ergodique. Le lecteur notera toutefois
que les résultats présentés dans cette sous-section restent pertinents pour le reste
de Darticle. On commence par donner deux résultats sur les fonctions de #*'.

Lemme 3.17. Supposons que (X,ZA,u,T) est un systéme préservant la mesure
et que f est une fonction de L1(X). Alors, [y fdu = [y foT du. (C’est-a-dire,
Jx fx)dp =[x f(Tz)dp).
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Démonstration. On commence par montrer que le résultat est vrai pour les
fonctions simples. Puisque l'intégrale est linéaire, on peut supposer sans perte
de généralité que f = 1, out E est mesurable. Alors, [y fdpu = [y 1pdp = pu(E)
et

/fonu:/ 1EonM:/ lp—ipdp = p(T71E).
X X X

Donc comme 7' est une application préservant la mesure, on a [y fdu = [y(fo
T)dp.

Considérons maintenant f € Z'(X) quelconque et fixons ¢ > 0. Comme
I'espace des fonctions simples est dense dans .Z!(X), il existe une suite (g, )nen
de fonctions simples telle que lim,_, ||f — gnl[1 = 0. De plus, d’apres la re-
marque 3.8, il existe une sous-suite (gn, )ren qui converge presque partout vers
f. Comme T est mesurable, on en déduit que (gn, © T')ren converge presque
partout vers f o T. Par ailleurs, pour tous n,m € Nyon a ||gh, 0T — g o T||1 =
llgn. — gml|1, puisque ce résultat a déja été démontré pour les fonctions simples.
Alors, (gn, © T)nen est une suite de Cauchy dans .21 (X) et, comme £*(X) est
complet, elle converge en norme L' vers une certaine limite h € £ (X). Cepen-
dant, la sous-suite (gn, o T") converge presque partout vers f o T. Par l'unicité
de la limite presque partout, on a donc h = f o T (dans Z'). Donc la suite
(gn o T) converge en norme .Z! vers f o T. Par conséquent, il existe n € N tel
que || f—gnllt < §et||foT —g,oT]1 < §. Cependant, par le fait que le résultat
est vrai pour les fonctions simples, on a :

[t [ rora <| [ 7= gudul +| [ so1 - gu0Ta
X X X X

< ||f_gn||1+||foT_gnoTHl
<e

Ainsi, comme ¢ était arbitraire, on a bien que [y fdu = [y foT dp. O

Par la suite, dans le but de donner notre premier exemple de systeme er-
godique, on doit montrer que toutes les fonctions indicatrices d’un ensemble
mesurable de #(R/Z) peuvent étre approximées par des fonctions continues de
R/Z dans [0,1] avec une précision arbitraire en norme .#*.

Lemme 3.18. Soit E € #B(R/Z) un ensemble mesurable. Alors, pour tout
e > 0, il existe une fonction continue f : R/Z — [0,1] telle que ||f — 1p|]1 < e.

Démonstration. Soient E € Z(R/Z), un ensemble mesurable et € > 0. Par le
fait que la mesure de Lebesgue est extérieurement réguliere, il existe U un ouvert

de R/Z telle que E C U et A\(UAFE) < §. De plus,
MUAE)=XNE\U)+ XU\ E)=\NU\E).

On peut écrire U comme une union dénombrable d’intervalles ouvertes et dis-
joints de R/Z. Posons U = [J;2; B, ou la collection {Bj,B2,Bs,...} est une
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collection d’intervalles ouvertes et disjoints. Soit Uy = U;Ll Bj;, une suite d’en-
sembles emboités telle que Uy C U C Us C .... Par les propriétés élémentaires
des mesures on a :

)\(JL:J1 bs) = Jim A(U) = A(U).
On a donc pour J assez grand, A(U \ U;) < 5. Cependant,

1 —1 :/ 1 — 1. |dA
e —1u,lh R/Z\E Uyl

= Jeyz New, — 1y eldA

= /R/Z |1E\UJUUJ\E’d>\

=NE\U;UU;\ E)
=ME\U,)+AUs\ E)

2¢e
< —.
-3
Sans perte de généralité supposons que B; = (a;,b;), ou a;,b; € R/Z et a; < b; .
Posons,

=4 six € (ag,a; +0)
1 si xz € [a; + 0,b; — 6]
bigx sizx e (bl — 5,b1)

0 sinon

XBiJS(x) =

)

pour 0 petit. On remarque que Xp, 5 est une fonction continue et que 221:1 XB,.s
est aussi une fonction continue, car les intervalles ouverts B1,B2,Bs3, . . . sont deux
a deux disjoints. De plus, un simple calcul montre que ||Xp, . — 1p,||1 < e. En
prenant, f = Zijzo X Bi, 5 il est possible, en utilisant I'inégalité du triangle, de
montrer que ||f — 1y,||1 < §. Ainsi, comme ||f — 1|1 < [|f — 1y,|l1 + |1, —
1g||1 < e, la démonstration se termine. O

Reprenons 'exemple des rotations irrationnelles du cercle et montrons qu’il
s’agit d’'un systeme ergodique pour la mesure de Lebesgue. Nous avons déja
établi qu’il s’agit d’un systeme préservant la mesure; il reste donc a démontrer
que tout ensemble presque T-invariant est de mesure nulle ou de mesure 1.

Exemple 3.19 ([Grel5], Proposition 3.1). Soient X = R/Z, £ la tribu de
Borel de X, T : X — X la rotation Tx = 2+ « (mod 1) ol « est irrationnel et
A la mesure de Lebesgue. Alors, (X,%,\,T) est un systéme ergodique.

Démonstration. Supposons que E est un ensemble presque T-invariant, notons
que pour tout n € N*, 15(T™) = 1g p.p.. Soit € > 0. Le lemme 3.18 nous dit
qu’il est possible de trouver une fonction continue f telle que ||f — 1g||1 < e.
Du lemme 3.17 et du fait que T est une application préservant la mesure, on a
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||(f —1g) o T"||1 < e. De plus, comme 1 =1goT™ p.p., ||[1g — foT"||1 <e.
Par I'inégalité du triangle, il suit que ||f — f o T"||1 < 2e. De fagon explicite,
nous avons que

/ f(2) — f(z +na)|dA(z) < 2.

Dans l'introduction, nous avons montré que les orbites des rotations irra-
tionnelles sur le cercle étaient denses. Donc pour tout t € R/Z, il existe une
suite (n;) d’entiers telle que n;a (mod 1) — ¢ lorsque ¢ — oo. Il suit donc de la
continuité de f que

/ (@) — flz+ DA (@) < 2¢

pour tout ¢t € R/Z Considérons 'application mesurable fol f : X — R définie
par fol f(z) = fo f(z+t)dA(t). Alors,

1= [l = [ @) - [ s+ paroa
//yf F(@ + DAL ()

< 2%,

ou la derniére inégalité vient du théoreme de Fubini adapté aux espaces mesurés.
Donc par 'inégalité du triangle, ||[1g — fol fll1 < 3e. Ceci implique que

B - s [ [ s s

et donc encore une fois par I'inégalité du triangle |1z —A(E)||1 < 6e. Cependant,
e > 0 est arbitraire. Donc ||1g — A(E)|[1 = 0, ce qui implique que 15 = A(E)
p.p-. Ainsi, il suit que A\(E) =0 ou 1. O

3.3 Théoréme ergodique moyen de von Neumann

Dans cette sous-section, nous allons caractériser ’espace I des fonctions presque
T-invariantes et établir notre premier résultat ergodique. Considérons un sys-
téme préservant la mesure (X,%,u,T). Pour toute fonction f € .£?(X), nous no-
terons Ur f(x) := f(Tz). D’apres le lemme 3.17 et le théoréme 3.9, 'application
Ur: L%(X) — £?(X) est une isométrie, c’est-a-dire que ||Urf||2 = ||f]|2 pour
tout f € .£?(X). En particulier, Uz est un opérateur linéaire borné sur .#?(X).
L’espace des fonctions T-invariantes du systeme (X,%,u,T') est le sous-espace
It = {f € £*X) | f = Urf}. Le lecteur notera que I7 est un sous-espace
vectoriel fermé de £2(X).

Lemme 3.20. Une transformation T est ergodique si et seulement si ’espace
I7 des fonctions p.p. T-invariantes ne contient que des fonctions p.p. constantes.
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Démonstration. Pour la suffisance, supposons que I ne contient des fonctions
constantes p.p.. Soit E € £, un ensemble mesurable et presque T-invariant,
alors 1g(x) = 1p(Tx) = Urlg(z), ce qui implique que 15 € Iy et par hypothese
1 est p.p. constante. Ainsi, on a bien que u(F) € {0,1}.

Pour la nécessité, supposons que T est ergodique. Soit f € Ip, c’est-a-dire
f € LX) tel que f(z) = f(Tx) p.p.. Notons que f est mesurable, puisqu’elle
appartient a .Z2(X). Supposons de plus que f est une fonction de X dans R.
Comme f est mesurable et presque T-invariante, pour tout ensemble mesurable
A C R, l'ensemble {z € X | f(x) € A} est presque T-invariant et mesurable. De
plus, comme 7" est ergodique, on a u({x € X | f(x) € A}) € {0,1}.

Posons

¢ := mf{b € Rlu({z | f(x) > b}) = 0}.

Supposons que a < c. Alors, par définition de ¢, on a u({z € X | f(z) >
a}) > 0. Comme l'ensemble {x € X | f(z) > a} est presque T-invariant et
mesurable, 'ergodicité de 7" implique que p({z € X | f(z) > a}°) = u({x € X |
f(x) < a}) = 0. Ainsi, f > a p.p. pour tout a < ¢, ce qui entraine que f > ¢
p.p.

D’un autre c6té, supposons que a > c. Alors, par définition de ¢, on a p({x €
X | f(x) > a}) = 0. Ainsi, f < a p.p., ce qui implique que f < ¢ p.p., puisque
a > c est arbitraire. On en déduit que f = ¢ p.p.

Montrons a présent que le résultat reste valable lorsque f est une fonc-
tion complexe. Ecrivons f = R(f) + i (f). Si f(z) = f(Tz), alors R(f)(x) =
R(f)(Tx) et I(f)(z) = 3(f)(Tx). On peut donc appliquer Pargument précédent
séparément a R(f) et a I(f). O

On sait que .Z? est un espace de Hilbert, que I7 est un sous-espace fermé
et que Ur est un opérateur linéaire borné. Le lemme suivant découle alors de la
proposition 3.14 ainsi que de I’existence et de I'unicité de ’adjoint d’un opérateur
linéaire borné.

Lemme 3.21. Soit (X,%,u,T) un systéme préservant la mesure et Up : L%(X) —
L2(X) Uopérateur défini par Urf = foT. Alors,

i) si f€lr, onaUsf = f, ouU;j désigne l'adjoint de Ur ;

ii) si T est ergodique, pour tout f € L*(X),

wr(h) = [ san,

ou T XQ(X) — Ir est la projection orthogonale sur It donnée par la
proposition 3.14.

Démonstration. Pour i) on sait que Ur est un opérateur linéaire borné et donc
par le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique opérateur U7
(I'adjoint de Ur) tel que pour tout f,g € £(X), (Urf,9) = (f,Usg). Cependant,
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pour tout f,g € Z%(X), on a (Urg,Urf) = (g,f), car Ur est une isométrie.
Considérons f € Ir. Alors, f = Urf et pour tout g € £?(X) on a :

(Urg,Urf) — (Urg.f)
(Urg,Urf — f)
0.

En particulier, si ¢ = f — Ujf, on a ||f — Urf||]2 = 0, ce qui implique que
Upf =1

Pour la partie i4), on sait que I est un sous-espace vectoriel fermé de £?(X).
On a donc la décomposition orthogonale .#?(X) = I @ If. Cependant,

Iy ={f € L*(X) | (f.9) =0Vg € It} ={f € L*(X) | g(f.1) =0 Vg € Ir},

puisque, d’apres le lemme 3.21 et le fait que T est ergodique, ’espace I ne
contient que des fonctions p.p. constantes. De plus,

{f€H|9<f,1>ZOVQGIT}Z{fGH\/deuzo},

car tout g € Ip est est une fonction constante presque partout, et en particulier
il existe g # 0 p.p. dans I7. Ainsi, si f € I, alors mr(f) = (f,1) = [ fdp. O

Pour la suite de l’article, on définit 'application Sy : ZP(X) — ZP(X) par
Snf(z) =% SNV (1), pour tout f € £P(X) et tout z € X.

Lemme 3.22. Sy est une application contractante dans £LP(X). C’est-da-dire,
si f € ZP(X), alors [|Sn fllp < [|f]lp-

Démonstration. Le résultat découle simplement de I'inégalité du triangle et du
lemme 3.17. ]

Reprenons 'hypotheése ergodique évoquée dans 'introduction : dans un sys-
teme a ’équilibre, la valeur moyenne dans 1’espace d’une grandeur est égale a la
moyenne d’un tres grand nombre de mesures effectuées dans le temps. Il existe
une analogie évidente entre cette hypothese et les résultats qui suivent. Considé-
rons comme grandeur physique les fonctions de I’espace .2 (ou .£! dans le cas
du théoréme de Birkhoff), et interprétons le temps comme le nombre d’itérations
de la transformation T'. Soit f € 2 (ou .£*). La valeur moyenne dans ’espace
correspond alors a lintégrale de f par rapport a la mesure du systéme, tandis
que la moyenne d’un grand nombre de mesures prises dans le temps est donnée
par Sy f(z), pour presque tout x € X et pour N grand.

Le résultat suivant est le premier résultat ergodique de ’article, au sens ou un
résultat est dit ergodique lorsqu’il concerne la convergence de Sy f vers [y f du.

Théoréme 3.23. Soit (X, %Z,u,T) un systéme préservant la mesure. Alors, pour
chaque f € £*(X), on a ||Snf —7r(f)||l2 = 0 quand N — oo.
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Démonstration. L’idée clé de la démonstration consiste a identifier le complé-
ment orthogonal I%- de It comme étant le sous-espace fermé engendré par les
cocycles. Pour g € £?(X), on pose g = g — Urg et on appelle dg le cocycle
associé a g.

Soit M le sous-espace vectoriel fermé de .Z?(X) engendré par les cocycles
de £?(X). 1l est clair que I7 C M*, car si f € I7, alors, d’aprés la partie i) du
lemme3.21, on a

(0g,f) =9 —Urg, f) = {9, /) = {Urg, f) = (9, f) = (9, Uz f) = 0.

Pour montrer que M~ C Iy, considérons f € M~+. En particulier, (3f, f) =
0, ce qui implique que

\|f = Urfllz = (f.f = Urf) — ({Urf.f — Ur)
= [|Urfll2 — (Urf.f)
=0.

Donc f = Urpf et M+ C Ir.

Nous savons que I est un sous-espace vectoriel fermé et que ’on a la décom-
position orthogonale £2(X) = Iy @ IF, ou I est le sous-espace fermé engendré
par les cocycles. En particulier, on peut montrer que pour tout f € .£?(X) et
tout € > 0, il existe g, h € Z?(X) tels que ||h|l2 < e et f = 7p(f) + g + h. De
plus, remarquons que pour tout f € £*(X), Snymr(f) = nr(f), car nr(f) € Ir.

Considérons f € .Z%(X) et e > 0. Alors, il existe g et h comme précédemment
et

SN f =7 (F)ll2 = [ISNf = Snmr(f)ll2
=||Sn(f — 7 f)l]2
= ||Sn (g + h)||2
= [|SnOg + Snhll2
< [|Sn0gll2 + [|Swh2-

Cependant, puisque Sy est une contraction, on a |[Syh||2 < ||h]|2 < e. Il nous
reste donc a vérifier que ||Sxdgll2 < Z|g||2 :

N—-1
1
158991l = I+ > (goT"—go T )|

n=0
1
=ll(g—goT+goT —goT?+--- —goTN)[s
1
=l = U792

1
< (lglla + 1107 g1]2)

= 24l
_N g2'
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Alors, ||Snf —mr(f)ll2 < %l9ll2 + €. Ainsi, comme € était arbitraire, ||Syf —
mr(f)|]2 — 0 lorsque N — co. O

Le théoreme précédent constitue une simple reformulation d’un résultat beau-
coup plus connu.

Corollaire 3.24. [Théoréme ergodique moyen de von Neumann|//Gre15],
Théoréme 4.2] Supposons que (X,PB,u,T) est un systéme ergodique. Alors, pour
chaque f € £*(X), on a Snf — [y fdu dans £L*(X) lorsque N — oo.

Démonstration. Le résultat découle directement de la partie i) du lemme 3.21
et du théoreme précédent. O

3.4 Théoréme maximal ergodique

Cette sous-section est dédiée au théoreme maximal ergodique. Le lecteur notera
qu’il ne s’agit pas vraiment d’un théoreme ergodique au sens strict, puisqu’il ne
traite pas de la convergence de Sy f vers [y fdu. En effet, dans ce théoréme,
on suppose seulement que le systeme préserve la mesure. Ce résultat reste ce-
pendant tres important en théorie ergodique, notamment pour la démonstration
du théoreme ergodique de Birkhoff. Le lemme suivant est un cas particulier du
lemme de recouvrement de Vitali.

Lemme 3.25. Soit {I,}mes une collection d’intervalles de la forme I, =
[m,m 4+ I(m)) C R o0 S est un sous-ensemble fini de Z et | : Z — N est
une application. Alors il existe une sous-collection disjointe {I,}mes telle que
lunion des intervalles de la sous-collection a une longueur d’au moins %]S|

Démonstration. Soit {I,, | m € S.} la sous-collection minimale ayant la pro-
priété que U,,cs, Im = Umes Im- On remarque qu'un point y ne peut pas ap-
partenir a trois intervalles de la sous-collection minimale, car si c¢’était le cas,
un des trois intervalles serait contenu dans les deux autres et la sous-collection
minimale ne serait pas minimale. En écrivant S, = {m; < may < --- < mg}, on
peut construire deux collections C1 = Iy, Ulp, U... et Co = Iy, ULy, U ...,
qui sont constituées d’intervalles disjoints. Cependant, I'union de ces deux col-
lections est égale a | J,,,cs Im et donc contient S. Ainsi, au moins une de ces deux
collections a une longueur d’au moins §|S5|. O

Théoréme 3.26. [Théoréme ergodique maximal]//Gre15], Proposition 5.1]
Soit (X,B,u,T) un systéme préservant la mesure. Supposons que f € L(X)
est telle que || f||1 <e. Soit E C X, l'ensemble des x € X pour lesquels il existe
N €N tel que |Sy f(z)| > 6. Alors E est mesurable et pu(E) < 2.

Démonstration. Soient € > 0, § > 0 et f € LX) telle que ||f||1 < e. Posons
E(Ny) :={z € X | |Snf(z)] > ¢ pour un certain N < Ny }, Pensemble des
xz € X pour lesquelles il existe N < Ny tel que |Snf(x)| > 4. Le lecteur notera
que la somme de fonctions mesurables est mesurable et que le module d’une
fonction mesurable est également mesurable, ce qui implique que les ensembles
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de la forme {x € X | |f(x)] > ¢} sont mesurables pour tout ¢ € R et pour
toute fonction mesurable f: X — C. Par définition, E(1) C E(2) C--- C E et
Unen E(n) = E. Soit © € E(Np). Il existe alors N(z) < Ny maximal tel que
|SN(@)f(x)] > 6. En effectuant le changement d’indice 7 = n+m pour m positif,
on obtient :

1 N(z)+m—1
T ™x)| > 6.
M@7; I ma) =6
Ce qui implique que
1 N(T™z)4+m—1
n >

pour tout z € T~ E(Np).

Considérons z € X et notons A(x) ensemble des m € {0,...,N; — 1}, pour
Ny € N, tel que x € T"™E(Ny). Donc pour x € X et m € A(z), on a :

N(T™z)—1

! S HIT(TT)
n=0

S — > 4.
N(Tmx) 29

Par construction, on sait que N(7™z) € {0,...,No}.

Maintenant, on a :

Nll N11

/ |A(z)|dp = / Z Lir-np(ng)y (@)dp = Z w(T~"E(No)),

car |A(x)| : X — N est 'application qui prend x € X et qui retourne la cardi-
nalité de I'ensemble A(z). De plus,

Ni—1 Ni—1

Z (T "E(No)) = > u(E(No)),

n=0

car T est une application préservant la mesure. En particulier, [y |A(z)|dp =
N1p(E(No)).-

Considérons = € X et la collection d’intervalles {Im }mea(z), O I = [m,m+
N(T™z)). Par le lemme 3.25, on sait qu’il existe une sous-collection d’intervalles
disjoints {Im},,e () telle que 35 vy [IN(T")| = $|A(z)], comme tous ces
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intervalles sont contenus dans [0,Ng + N1, on a :

No+N; N(T™a)+m—1
o T =] D) > (1)
n=0 mEA/(w) n=m
N(T™z)+m—1
N(T™yx n
- T N X o)
meA’ (z) n=m
> Y. NTMz)s
meA’ (z)
> L5lA()]
Z 5 x)|.
Donc
No+N1 1 1
[ 13 ramalan= [ So1A@)an = J6NuEWN)).
X1 n=0 X2 2

Cependant, d’apres le lemme 3.17 et du fait que T préserve la mesure, on a :

No+Ny No+N1
f| X lsmallan= [0S @l

= (No —I—N1)/X | fldp.

Alors,
1
(No + N)IIfllL =2 5 N16p(E(No)),

ce qui implique que

2e Ng+ N;
E(Np)) < ———.
p(E(Ny) < XL

Ainsi, comme %‘ENONLIM — 26—5 lorsque N1 — o0 et, par les propriétés élémentaires

des mesures, ;(E(Ny)) — p(E) lorsque Ng — 0o, on obtient bien u(E) < 2. O
3.5 Théoréme ergodique de Birkhoff

Nous concluons cette introduction a la théorie ergodique par la présentation et
la démonstration du théoreme ergodique de Birkhoff. Ce théoréme peut étre vu
comme une extension du théoreme ergodique moyen de von Neumann. En effet, si
I'on reprend la formulation de ce dernier en remplacant .£?(X) par £ (X) et la
convergence en norme .Z2 de Sy f vers [  f dp par la convergence ponctuelle p.p.
de Sy f vers [y fdu, on obtient précisément le théoréme ergodique de Birkhoff.
Le lemme suivant nous sera utile pour contourner le fait que la convergence en
norme Z?P n’implique pas, en général, la convergence ponctuelle p.p..
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Lemme 3.27. Soient (X,B,u,T) est un systéeme ergodique et (fn)nen une suite
d’éléments de L1 (X) telle que pour tout n € N, on a limy_o Sy fn ()

= [y fndp p.p.. De plus, supposons que la suite (fn)nen+ converge en norme 1
vers f (c’est-d-dire limy, o0 || fn — f|l1 = 0). Alors, limn_,o0 Snf(z) = [y fdp
p.p..

Démonstration. Soient ¢ > 0 et 0 < 6 < 4. Choisissons n tel que ||f, — f||i <
1—1255. Alors,

o= Al = [ 1= = | [ (= P = | [ [ rau).

Donc |fy fadp — [ fdp| < 1—1255. Soit Ay lensemble des x € X pour les-
quels |Sn fn(z) — [ fadu| > %€ pour un certain N > M. Alors N3r=1 Anm
est contenu dans I’ensemble des € X pour lesquels Sy fn(z) - [y fnd,u et
il est donc de mesure nulle. Notons que nous avons que A; D A2 D ..., alors
w(Apr) — 0 lorsque M — oo, ce qui implique qu’il existe un certain M* tel que
(Ap+) < 36, Alors, [Sy f(z) — [y fa(@)dp| < e pour N > M* et @ ¢ Ap-.
Maintenant, considérons B, ’ensemble des z € X pour lesquels il existe N tel
que Sy fu(z) — Sy f(z)] > ie. Alors, par le théoréme ergodique maximal et
un simple calcul, u(B) < %5. Donc pour = ¢ Ap+ U B, ensemble de mesure
inférieure a 9,

Swf(@) =~ [ fdu] < 18w (@)~ Sxfula)| +[Snsule) ~ [ fudn

‘/ fndp — /fdu‘

= —5 <
3€+3&?+ e<e¢g,

pour tout N > M*. Le résultat est vrai pour tout x en dehors d’un ensemble de
mesure 0. Comme J est arbitraire, le résultat est vrai pour presque tout z € X.

Pour finir, il reste a montrer que limy_, [Sn f(x) — [ fdp| existe et qu'elle
est nulle. On sait que imsupy_,, |Svf(x) — [y fdu| existe et donc par ce qui
précede

lim sup | Sy f(z / fdul < e

N—o0

p.p.. Par la suite, considérons une suite (&;);en telle que €; < €5 pour j < i et
g; — 0 lorsque ¢ — oo. Pour tout ¢ et presque tout z,

limsup |8y f () ~ [ fdp| <=
N—o0

Puisque 'union dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle,

I'inégalité est vraie p.p. ce qui est vrai pour tout ¢ simultanément. Donc pour

presque tout x € X,

limsup |Sy f(z / fdp| =0.

N—oo
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Cependant, on sait que liminfy_,o Sy f(z) — [y fdu| > 0, car [Syf(z) —
Jx fdp| > 0 pour tout N. Donc

liminf|SNf(:L“)f/ fd,u]:limsup|SNf(x)f/ fdpl,
N—o0 X N—o0 X

ce qui implique que limy_,o0 |Sn f(z) — [y fdp| existe et est nulle. Ainsi, on a
limy_oo Snf(x) = [y fdp p.p.. d

Il est important de garder a l'esprit que nous travaillons avec des mesures
type finie et donc que les conditions du théoreme 3.9 sont vérifiées. En particulier,

on a Z?*(X) C ZLYX).

Lemme 3.28. Soit (X,B,u,T) est un systéme ergodique. Alors l’ensemble des
fonctions qui s’écrivent comme une fonction constante plus un cocycle borné est
dense dans L1 (X).

Démonstration. Soient € > 0 et f € £1(X). On sait que I’espace des fonctions
simples est dense dans .Z!(X), on peut donc supposer sans perte de généralité
que f =31 gcilg,, ouc; € Cpour tout i € I et E; est un ensembles mesurables
pour tout i € I. Alors,

n
1g
/X ; ClE,

2 n
dp < Z/ il *1E,dp
=07 X

= el u(E;)
1=0

< o0.

Donc f € Z?(X); ce qui implique, par la démonstration du théoréme 3.23,
qu'il existe g € Z2(X) telle que ||f — [y fdp — dgl|2 < %62. Par 'inégalité de
Holder, on a ||f — [y fdu—0gl||1 < 3e. On a donc que les fonctions qui s’écrivent
comme une fonction constante plus un cocycle sont denses dans £1(X), car les
fonctions simples sont denses dans .Z!(X) et ¢ était arbitraire.

Maintenant, on aimerait montrer que le résultat est toujours vrai si on rem-
place le cocycle par un cocycle borné. Soit g € £%(X), alors g € Z1(X) et on
peut approximer par une fonction simple avec une précision arbitraire en norme
Z'. De plus, avec une démonstration similaire & celle faite plus haut, on peut
montrer que les fonctions simples sont bornées. Prenons g € Z°(X) tel que
lg—gll1 < e, alors par I'inégalité du triangle et le lemme 3.17, ||0g — 9g||: < Ze.
Donc par I'inégalité du triangle, on obtient que ||f — [y fdu — 9g||1 < e. Ainsi,
puisque € était arbitraire, le résultat suit. O

Théoréme 3.29. [Théoréme ergodique de Birkhoff]//Gre15], Théoréme 5.1]
Soient (X,B,u,T) un systéme ergodique et f € L1(X). Alors, Sy f converge
ponctuellement vers [y fdu p.p..
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Démonstration. Supposons que f = c+ dg, ou ¢ est une constante, g € .£°(X)
et dg = g — Upg. Alors,

1Nl

S (c+ dg)(T"x)
7\[1 N—1

S et S oy )

=0 n=0

Snf(z

2 \

Z\H

ﬁ( (x) - 9(TV2)).

Il
)

Donc Sy f(x) — ¢ lorsque N — oo. De plus,

/fdu:/c—i-agd,u
X X

:/ cdu—l—/ g—goT"du
X X

:c+/ gdu—/ goT"du
X X

:C}

car T préserve la mesure. Donc Sy f(x) — [y fdp p.p. lorsque N — oo. Ainsi,
la démonstration se termine en invoquant le lemme 3.28 et le lemme 3.27. [
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RESUME  Ibrahim Assem est professeur émérite au département de mathé-
matiques. Il a été professeur a ’Université de Sherbrooke de 1988 jusqu’a sa
retraite en 2020. L’entrevue se déroula le 23 mars 2022 chez Ibrahim a Sher-
brooke.

1 Début de carriére et formation initiale

1.1 Pourquoi les maths?

Vasilisa: Pourquoi les maths?

Ibrahim: Ma vocation était ’histoire. J’ai fait des maths parce que c’était
moins dangereux que l’histoire sous un régime militaire qui réécrivait 1’histoire
a sa fagon, et n’était pas tendre envers ses opposants.

Vasilisa: As-tu été décu de ne pas pouvoir faire de I'histoire et de devenir
mathématicien ?

Ibrahim: Non.

Vasilisa: Comment ¢a a commencé pour toi? Quand as-tu compris que tu
aimais les maths ?

Ibrahim: J’ai découvert a I’école que j’étais bon pour résoudre des exercices
de maths, et je m’intéressais (je m’intéresse toujours) au pourquoi des choses.

Vasilisa: As-tu déja eu cette idée a ’école secondaire ou primaire ?

Ibrahim: Secondaire, car il fallait décider dans quelle faculté entrer et donc
d’une future carriére. Primaire, non, je m’intéressais a I’époque a I'histoire et a
la langue francaise.

Vasilisa: Mais tu aurais pu étudier la physique aussi, parce que la physique
peut-étre n’était pas censurée non plus par la dictature.

Ibrahim: Oui.
Vasilisa: Donc pourquoi as-tu choisi les maths. Les aimais-tu déja a I’école 7

Ibrahim: Au départ, je ne savais pas si ¢’étaient les maths ou la physique qui
m’intéresseraient le plus. Ce qui m’a décidé, ce sont les approximations - les
physiciens font tout le temps des approximations. Ils coupent & certains termes
considérés comme non significatifs, mais pour moi, ¢’était du n’importe quoi.

Vasilisa: Quelqu’un ou quelque chose t’a influencé et poussé vers les maths ?
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Ibrahim: Oui. Un ami de mes grands-parents. Il était ingénieur. Il adorait les
maths et m’en parlait tout le temps, dés I’enfance. J’étais au Lycée francais, et
dans le systeme francais classique, les meilleurs étudiants faisaient des maths,
¢a valorisait. Je ne faisais pas partie des meilleurs, mais j’essayais.

Vasilisa: Quand as-tu compris que tu voulais en faire une carriere 7
Ibrahim: J’ai d’abord voulu étre ingénieur et j’ai commencé par m’inscrire a la
faculté de génie. Je n’ai pas aimé : quand quelque chose « marche » , on ne veut
pas savoir pourquoi. Nombre de fois, j’ai demandé a mes profs de me donner une
preuve que ¢a marche, mais ils ne savaient pas.

Vasilisa: Mais ca marche quand méme parce que les ponts en Egypte ne s’ef-
fondrent pas.

Ibrahim: Oui ¢a marche, mais ce n’est pas pour moi, je voulais savoir pourquoi
et je n’avais pas de réponse! En réaction, j’ai obliqué vers la faculté des sciences
et fait des maths, et le plus loin possible des maths du génie. A ce moment-la,
il était clair pour moi que ce serait ma carriere, puisque je ne voulais plus étre
ingénieur.

Vasilisa: Donc il y avait quelque chose avant 'université qui t’a poussé vers les
maths et non pas vers la médecine ou la chimie ?

Ibrahim: Oui. C’était le systeme francgais, dans lequel les meilleurs éléments
font des maths.

Vasilisa: D’accord, donc les meilleurs éléments ils font la médecine mais parmi
ceux qui restent les meilleurs font les maths ?

Ibrahim: Non en Egypte, les meilleurs éléments font la médecine et dans le
systeme francais, les meilleurs éléments font les maths.

Vasilisa: Mais tu étais en Egypte pas en France!

Ibrahim: Oui, mais dans une école francaise. Et puis, je voulais faire quelque
chose qui me plaisait et les maths me plaisaient apres ’histoire et le frangais.

Vasilisa: Pourquoi I'histoire te plaisait ?
Ibrahim: L’histoire était valorisée dans ma famille.
Vasilisa: Est-ce qu'un de tes parents était historien ?

Ibrahim: Mon peére était comptable et ma mere femme au foyer (nécessaire a
cette époque) mais elle lisait beaucoup d’histoire.

Vasilisa: Avais-tu d’autres intéréts pendant ta jeunesse ?

Ibrahim: Bien sir. Littérature. Histoire. Cinéma. Politique. Philosophie. Ro-
ck’n’roll.

Vasilisa: De quoi I’école ou tu as grandi a-t-elle ’air ?

Ibrahim: Le Lycée Francais d’Alexandrie était une bonne école du temps des
Frangais. Il a été nationalisé pendant la guerre d’Algérie en soutien aux nationa-
listes algériens. Ca a fait baisser le niveau. Il n’était plus question de comprendre
et encore moins de discuter, il fallait apprendre par cceur et répéter sans penser
(le mot arabe pour étudier est le méme que celui pour mémoriser, ¢a veut dire
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quelque chose, ¢a!). Moi et ma classe avions eu un avant-gott du systéme fran-
cais et de I’éducation occidentale, et donc, malgré tout, nous nous en sommes
bien tirés. La preuve, nous sommes tous arrivés a des postes respectables.

)

1.2 Formation universitaire

Vasilisa: Et 'université?

Ibrahim: C’était essentiellement pareil. Le prof avait un cahier ou ses cours
étaient écrits, et chaque année il les dictait sans changer une virgule. On appelait
¢a un « kachkoul » (arabisation du mot frangais cache-col). Aux examens, on
posait des questions de cours tirées du kachkoul et il fallait que les étudiants res-
tituent les réponses par coeur. Le plus surprenant est que beaucoup d’étudiants,
mes camarades, y compris ceux qui n’avaient pas été éduqués a l’occidentale,
étaient tres bons. J’ai gardé une grande estime pour eux. Le probléme n’est pas
I’étudiant égyptien, mais le systéme dans lequel on le fait grandir.

Vasilisa: Comment as-tu aimé cela ?

Ibrahim: Je n’ai pas aimé. Par exemple, dans un cours d’analyse fonctionnelle,
le professeur dictait de son kachkoul, et moi je prenais un livre d’analyse fonc-
tionnelle et je commencais a travailler dedans seul & ma fagcon. On trouvait des
livres de maths francais et anglais en Egypte.

Vasilisa: Est-ce que tu apprenais en frangais ou en arabe ?

Ibrahim: Ca, c’est une autre question. Théoriquement, en arabe. Seulement il
y a des problémes, tu ne peux pas écrire des équations en arabe. Alors officiel-
lement, le cours est en anglais, le professeur dicte en anglais avec un accent a
couper au couteau et toi tu es supposé répondre en anglais mais les discussions
se faisaient en arabe. Si par exemple, je posais une question au professeur (ils
me détestaient car j’étais parmi ceux qui posaient toujours des questions), je la
posais en arabe, il me répondait en arabe.

Vasilisa: Est-ce qu’ils répondaient bien méme si la réponse n’était pas écrite
dans son kachkoul ?

Ibrahim: Ce n’étaient pas des mauvais mathématiciens et la plupart de mes
camarades égyptiens étaient de trés grande valeur. Les profs aussi étaient ca-
pables mais ils n’ont pas eu la possibilité de le prouver. C’est dommage qu’ils
se soient trouvés dans un systéme qui ne leur a pas permis de se développer.
Je me souviens qu’un jour, j’étais dans le bureau d’un prof qui était dans la
société mathématique égyptienne, il discutait avec deux de ses collegues quelle
était la définition d’'un mathématicien. Ils sont arrivés a la suivante : un mathé-
maticien est une personne qui a publié deux articles dans sa vie. Je n’ai pas pu
m’empécher d’ouvrir la bouche et de dire que c’est trés bureaucratique comme
définition !

Vasilisa: Pourquoi bureaucratique ?

Ibrahim: Tu comptes le nombre d’articles. Dans ma téte ce n’était pas ca
les maths! Pour moi les maths, c¢’était la poésie, 'amour! Et il m’a répondu -
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quelle autre définition proposes-tu ? Il avait raison, du point de vue d’une société
mathématique, il fallait une définition bureaucratique.

Vasilisa: Toi, peux-tu définir un mathématicien ?

Ibrahim: Quand je vois un mathématicien, je sais qu’il 'est. Je ne peux pas
te le dire a partir du nombre d’articles publiés.

Vasilisa: Est-ce que quelqu’un peut ne pas étre mathématicien apres avoir
publié deux articles ?

Ibrahim: Je ne sais pas, je dis que je reconnais un mathématicien quand j’en
vois un. C’est tout.

Vasilisa: Peux-tu reconnaitre un mathématicien avant qu’il n’ait publié d’ar-
ticles ?

Ibrahim: Oui, des étudiants. Parmi mes étudiants, je crois avoir repéré ceux
qui étaient capables.

Vasilisa: Tu as gradué de 'université d’Alexandrie en 1977. Avant de conclure
sur ce sujet, j’aimerais que tu nous parles de la promotion d’Ibrahims.

Ibrahim: A la faculté de génie, la liste d’étudiants était faite dans ’ordre alpha-
bétique des prénoms. A I’époque, environ 1400 étudiants entraient en premiére
année. Ibrahim commence par la premiere lettre de 'alphabet arabe. Donc il
y avait une classe et demie d’Ibrahims, mais ¢a ce n’est rien - les Mohammeds
c’était quatre ou cing classes.

Vasilisa: Cinq classes de Mohammeds! Une classe c¢’était combien de gens ?

Ibrahim: A peu prés une quarantaine. C’était trés supportable sauf que si le
professeur avait envie d’appeler Ibrahim toute la classe répondait.

Vasilisa: Comment faisaient les profs ?

Ibrahim: Ils appelaient par le nom de famille évidemment !
1.3 Doctorat a Carleton

Vasilisa: Comment as-tu eu 'idée d’aller au Canada ?

Ibrahim: Par pragmatisme. Je voulais aller en France ou en Suisse (j’avais
entendu parler de Pierre Gabriel et voulais travailler avec lui). Mais Francais
et Suisses accordaient leurs bourses au pays, c’est-a-dire au gouvernement, qui
les distribuait aux fils de ministres ou d’officiers supérieurs. Je ne voulais pas
entendre parler des Etats-Unis. Les universités canadiennes offraient des bourses
personnelles, donc sans passer par le gouvernement, et le Canada se présentait
a l’étranger comme un pays bilingue (oui, j’ai été naif de le croire).

Vasilisa: Comment as-tu trouvé un programme d’études ?

Ibrahim: Un mathématicien hongrois nommé Richard Wiegandt, en visite a
Alexandrie, m’avait parlé de Vlastimil Dlab, qui a été mon directeur de re-
cherches.

Vasilisa: Tu as présenté une demande au gouvernement du Canada ?
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Ibrahim: Non, & l'université Carleton'. Entre autres universités. J’ai méme
présenté une demande d’admission & Sherbrooke. J’ai présenté plusieurs de-
mandes et j’ai accepté I'offre de Carleton parce qu’elle me donnait plus d’argent
qu’ailleurs. J’ai eu d’autres offres dont je ne me souviens plus. Méme Sherbrooke
m’a offert une bourse, mais c¢’était beaucoup moins.

Vasilisa: Méme la langue francaise ne t’a pas attiré a Sherbrooke ?

Ibrahim: Mais dans ma téte, le Canada était bilingue! Ah, j’étais stupide,
romantique! Je suis donc allé & Carleton, parce que je ne savais pas pourquoi
ma, bourse était si élevée.

Vasilisa: Parce que 1a le cotit de vie était élevé ?

Ibrahim: Non, le coiit de vie était pareil a Sherbrooke. C’était I’année ou I’On-
tario a commencé a appliquer les frais différentiels pour les étudiants étrangers.
Quand je suis arrivé et qu’ils m’ont dit ce que je devais payer comme frais de
scolarité, je suis tombé a la renverse... Mais j’ai survécu.

Vasilisa: As-tu aimé ton expérience des le début ?

Ibrahim: Non, j’étais au Canada anglais et je n’ai pas aimé du tout. Jusqu’a
présent d’ailleurs.

Vasilisa: Avais-tu un « choc culturel » ?

Ibrahim: Indéniablement. J’avais voyagé en Europe et m’attendais a trouver un
pays qui y ressemble. Ce n’était pas le cas. Maintenant, avec la mondialisation,
les deux rives de I’Atlantique ont tendance & se rapprocher, mais a ’époque, le
Canada anglais était vraiment trés nord-américain et différent de I’Europe.

Vasilisa: Devais-tu t’adapter a quelque chose en particulier 7

Ibrahim: La mentalité anglo-canadienne. Le racisme anti-francais et anti- qué-
bécois.

Vasilisa: Mais toi tu n’étais ni francais ni québécois.

Ibrahim: Mais j’étais francophone, je me sentais insulté a longueur de journée.
Vasilisa: Comme francophone ? pas comme arabe ?

Ibrahim: Non pas comme arabe. Arabe, c’est autre chose c¢a c’est ce que
j’appelle la ghettoisation : selon moi, le multiculturalisme canadien est en réalité
une ghettoisation des minorités. En disant « je respecte ta culture », on veut dire
« ta culture n’est pas la mienne », ou plus clairement « toi c’est toi et moi c’est
moi ». C’est un mur que je n’ai jamais réussi a traverser pendant mes années au
Canada anglais. Tout le monde est super gentil et sociable, mais...

Vasilisa: Voulais-tu le franchir ?

Ibrahim: Oui je voulais le franchir, je voulais avoir des amis canadiens anglais.
Je n’en ai pas eu.

Vasilisa: Avais-tu des amis quand méme ?

1Université Carleton, Ottawa, Ontario, Canada.
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Ibrahim: Francophones, franco-ontariens, québécois ou autres. J’ai eu assez
d’amis quand méme.

Vasilisa: Revenons aux maths. Tu es a Ottawa, a l'université Carleton, en
doctorat avec Vlastimil Dlab. Comment as-tu trouvé c¢a ?

Ibrahim: J’avais de mauvaises relations avec mon environnement - je ne pou-
vais pas supporter I'arrogance intellectuelle, le carriérisme effréné et la pauvreté
culturelle des profs d’université. Je ne pouvais pas supporter le mépris avec le-
quel ils traitaient leurs étudiants. Un des professeurs m’a déclaré que pour lui la
plupart des étudiants qui entrent au premier cycle en maths sont des médiocres.
Je trouvais ¢a insultant, il faut une certaine confiance de la part de I’étudiant
pour aller dans une université. Et en réponse les profs te traitent de médiocre.
S’il y a une chose que je me suis juré et que je crois avoir réussi, c’est de ne
pas me comporter comme eux et d’essayer d’étre proche de mes étudiants. Il
y avait deux professeurs avec qui je m’entendais bien. C’était un Espagnol qui
s’appelait Luis Ribes qui travaillait en théories des groupes. Il y avait aussi un
Francais d’Alexandrie, Maurice Chacron, trés sympathique.

Vasilisa: Comment as-tu choisi 'algebre 7 Y avait-il quelqu’un ou quelque chose
qui a motivé ce choix ?

Ibrahim: Mon sujet de maitrise en Egypte était un probléme de topologie
algébrique. Quand j’ai travaillé dessus, je me suis rendu compte que la « bonne
» approche était catégorique. C’est ce que j’ai fait, et a ma grande surprise,
¢a a marché. J'ai publié trois articles a partir de la. Mon directeur de these
au doctorat était algébriste et m’a dirigé vers la théorie des représentations des
algebres. J’ai mis du temps & me sentir bien dans ce domaine, mais maintenant
je pense que c¢’était un bon choix, ¢a s’adapte bien a ma facon de penser.

Vasilisa: Ton directeur de theése était-il ton mentor aussi, était-il une personne
qui t’a encouragé, motivé, a eu confiance en toi?

Ibrahim: Non, au contraire, et j’aime mieux ne pas parler de ¢a. La aussi, j’ai
essayé avec mes étudiants de prendre le contrepied de cette attitude. D’autres
personnes m’ont encouragé et aidé, et je leur en suis reconnaissant.

Vasilisa: Y avait-il d’autre domaines des maths qui t’intéressaient 7

Ibrahim: Plein! La topologie algébrique, I'analyse fonctionnelle, I’analyse com-
plexe, la théorie de la mesure et tant d’autres....

Vasilisa: Parle-nous de ton expérience de these, des défis, des réussites, des
déceptions, peut-étre.

Ibrahim: Mon directeur m’a dirigé vers les représentations, mais ne m’a pas
suggéré de probleme ni indiqué de lectures pertinentes. Ce que je suis, je le dois a
un postdoc allemand, Dieter Happel, qui a passé un an a Carleton et qui a depuis
fait une belle carriere. Lui m’a fait lire ce qu’il fallait. En discutant, nous avons
construit une nouvelle classe d’algebres qui s’est avérée importante. Nous avons
écrit un article conjoint. Plus important, il m’a fait aimer le domaine. Apres son
départ, j’ai trouvé seul des nouveaux problémes, et j’ai pu les résoudre. C’était
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¢ca ma these.

Vasilisa: Est-ce que tu avais des craintes, des angoisses au début, comme celle
de ne pas terminer ta these ?

Ibrahim: Quand mon directeur ne
répondait pas a mes questions, au
bout de quelques temps je commen-
cais & me poser des questions, oui. Je
voulais terminer ma these, bien sir,
mais ce n’était pas juste pour avoir le
papier, je voulais vraiment apprendre.
Apprendre & prouver, mais aussi ap-
prendre les maths. Apprendre a par-
ler les maths, apprendre a présenter
les maths, apprendre a faire les maths,
quoi! Rien ne se passait. La premiére
personne qui m’a aidé c’est Happel.

Vasilisa: Te souviens-tu du moment
ou tu as commencé a avoir la confiance
que tu allais terminer, ce moment ol
tu te dis - j’ai prouvé quelque chose,
j’ai trouvé quelque chose!

Ibrahim, Claus Ringel (au centre) et

José Antonio De la Pena (a droite), dé-

cembre 2010. « Miniconference on Self-

Injective Algebras », colloque organisé

a loccasion du 60e anniversaire de An-

drzej Skowronski, Torun, Pologne. Ibrahim: Non, je n’avais pas
confiance. D’ailleurs, méme aujour-
d’hui, je n’ai pas confiance!

Vasilisa: Peut-étre n’avais-tu pas une confiance absolue mais tu as commencé
a avoir plus de confiance. Quand as-tu commencé a dire : « Ah voila je peux
faire des maths! »

Ibrahim: Ce n’était pas un saut quantique. Peut-étre une montée insensible. A
un moment, j’ai eu plus de confiance qu’avant. Mais méme aujourd’hui, chaque
fois que je finis un article, je n’ai pas confiance que je peux faire un autre.

Vasilisa: Et qui t’a dit : « voila maintenant tu peux soutenir ta these? »

Ibrahim: Mon directeur. Quand il a vu que j’avais un article conjoint avec
Happel, et un article tout seul, il a dit « tu peux soutenir » .

Vasilisa: Qu’as-tu ressenti & ce moment ?

Ibrahim: Rien de particulier. Je savais que c¢’était le cas.

Vasilisa: Et quand tu as eu ton doctorat, qu’est-ce que tu as ressenti ? Qu’est-ce
que ¢a t’a apporté de plus?

Ibrahim: Le soir de ma soutenance, je suis allé dans un bar a vins a Ottawa avec
mon examinateur externe Claus Ringel et Dieter Happel, qui était de passage.
J’ai terminé complétement saoul et suis allé apres le bar chez ma copine, qui
a été ma femme par la suite, pour lui dire comment ¢a s’était passé. Je n’étais
pas capable de prendre un autobus, alors j’ai marché. J’ai marché dans la bonne


https://mathgenealogy.org/id.php?id=24760

132

direction mais, tu vois, avec beaucoup d’approximations. Et quand je suis entré
chez elle, elle était inquiete, elle voulait savoir si j’étais docteur, - moi, je suis
tombé par terre.

Vasilisa: Ou as-tu rencontré ta femme, est-ce que c’est pendant ton doctorat ?
Ibrahim: Oui, elle était mon prof d’espagnol.

Vasilisa: Pourquoi voulais-tu apprendre I’espagnol, tu n’avais pas assez de
travail dans ton école graduée ?

Ibrahim: Parce que j’ai toujours voulu apprendre ’espagnol. Donc j’ai décidé
de prendre des cours d’espagnol a Ottawa et j’ai rencontré ma femme.

Vasilisa: Elle n’est pas venue voir ta soutenance ?

Ibrahim: Non. J’étais trés nerveux, je ne voulais pas qu’on me voie nerveux.
Je savais que j’avais des résultats pour soutenir mais je ne savais pas comment
j’allais répondre aux questions. Happel, c’est quand méme quelqu’un, donc je
m’attendais a ce qu’il pose des questions difficiles.

Vasilisa: Est-ce qu’il a posé des questions difficiles ?
Ibrahim: En fait, il était trés content de mon travail.
Vasilisa: Est-ce que tu as su répondre a toutes les questions ?

Ibrahim: Pas toutes. C’est normal, je crois. On ne peut pas s’attendre a ré-
pondre a tout.

Vasilisa: Donc tu avais déja deux publications avant la soutenance ?

Ibrahim: Plus trois issues de ma maitrise, et j’étais en train de préparer une
de plus. Mathématiquement, j’étais correct, mais ¢a ne m’a pas empéché d’étre
nerveux.

2 Carriere académique

2.1 Stage postdoctoral

Vasilisa: Savais-tu quoi faire apres ta soutenance ?

Ibrahim: Oui. Dlab m’a gardé pour quelques mois en postdoc en attendant
que je trouve autre chose. Je n’étais pas tres bien payé mais j’avais un endroit.
Je cherchais des postdocs et au départ je n’en ai pas trouvé. En revanche, j’ai
trouvé un poste temporaire a 'université d’Ottawa, un poste d’enseignement
et recherche, mais temporaire. J'y suis resté deux ans, il y a eu des postes
permanents qui se sont ouverts pendant cette période mais je ne les ai pas eus.
J’ai fait mon postdoc en tant que boursier Humboldt? en Allemagne, & Bielefeld.
Dieter Happel y était basé, et Claus Ringel, mon superviseur, appréciait mes
travaux. Mais les choses ne se passent jamais comme on pense. Arrivé la-bas, mon
voisin de bureau était un Polonais a la forte personnalité qui s’appelait Andrzej
Skowronski, lui aussi postdoc. Nous avons sympathisé et rédigé ensemble sept

2Fondation Alexandre von Humboldt
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articles en deux ans contenant toute la théorie des représentations d’une classe
d’algebres. Claus Ringel appelait ¢ca notre « machine a théoréemes » . Andrzej est
resté un bon ami et un collaborateur proche jusqu’a sa mort de la covid il y a un
an et demi. Paradoxalement, je n’ai eu 'occasion de travailler ni avec Happel, ni
avec Ringel pendant cette période. J’ai écrit par la suite d’autres articles avec
Happel, décédé du cancer il y a quelques années. Quant a Ringel, nous sommes
restés en contact méme apres sa retraite et jusqu’a I’an dernier.

Vasilisa: Mais apres tu es revenu au
Canada. Pourquoi ?

Ibrahim: Parce que j’avais trouvé un
poste, j’étais canadien et ma femme
était canadienne. J’ai postulé sur des
postes au Canada. J’ai eu un poste
a D'université Carleton a Ottawa et
encore une fois j'ai détesté la-bas
donc j’ai été trés heureux d’obtenir le
poste a Sherbrooke. Ce qui était amu-
sant, c’est que mes collegues a Ottawa
ne comprenaient pas pourquoi j’allais
a Sherbrooke. Ma réponse était que
j’étais francophone.

Ibrahim et Andrzej Skowronski, dé-
cel‘mbr'e 2010. « Miniconference on Se‘lfj 29 Poste a 1'Université de
Injective Algebras », colloque organisé Sherbrooke

& D'occasion du 60e anniversaire de An-

drzej Skowronski, Torun, Pologne. Vasilisa: Comment as-tu entendu

parler de Sherbrooke ?

Ibrahim: J’en avais entendu parler

depuis I’Egypte, quand je faisais mes
demandes de bourse dans des universités canadiennes. Je savais que c’était une
université francophone et je connaissais sa position géographique. J’avais en-
tendu parler d’'un nommé Gilles Fournier, qui était tres respecté, et que j’ai eu
plaisir & connaltre personnellement plus tard.

Vasilisa: Comment as-tu trouvé Sherbrooke et le département ?

Ibrahim: Sherbrooke, j’adorais, c’était frangais, c’était québécois, enfin j’étais
a laise.

Vasilisa: Mais outre la langue qu’est-ce qu’il y avait de bien ?

Ibrahim: De beaux arbres!

Vasilisa: Il n’y avait pas d’arbres a Ottawa ?

Ibrahim: Ouiil y en avait a Ottawa. Mais tu as vu la forét en Estrie en octobre,
de quoi elle a lair 7 Tu ne trouves pareil nulle part au monde. Ottawa est une
grande ville, il y a beaucoup moins d’arbres qu’ici, c’est beaucoup moins vert.
Je suis heureux de vivre ici.
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Vasilisa: Et le département, comment tu I’as trouvé ?

Ibrahim: C’était un département de mathématiques et d’informatique, le DMI.
Les mathématiciens étaient en minorité.

Vasilisa: Est-ce que tu sais quand le DMI a été créé?

Ibrahim: Au départ, c’était un département de maths seulement, sans informa-
tique a I’époque. Il comprenait aussi des didacticiens des maths, qui, parait-il,
étaient trés bons. Ces gens-1a sont partis en faculté d’éducation. A ce moment-
la, le département a commencé a embaucher des informaticiens pensant que ca
allait « booster » les mathématiques. Au départ ¢a a boosté, oui. L’informa-
tique et les mathématiques ont beaucoup de points communs, mais au bout d’un
certain temps, les informaticiens ont pris plus de place.

Vasilisa: Quels sont les collegues qui t’ont embauché, qui travaillaient avec toi
deés ton arrivée ?

Ibrahim: Tu les connais, ce sont Pierre-Yves Leduc alors vice-doyen, Jacques
Dubois, directeur, Bernard Courteau, et Julien Constantin.

Vasilisa: Quels étaient les domaines de recherche/d’enseignement représentés
au DMI?

Ibrahim: En maths il y avait quatre : théorie des codes, analyse, recherche
opérationnelle, et stats.

Vasilisa: Comment c¢a a connecté avec tes propres intéréts ?

Ibrahim: En principe, j’étais supposé rejoindre le groupe de théorie des codes,
mais j’ai préféré continuer dans mon propre domaine et créer ma propre équipe.

Vasilisa: Combien il y avait de mathématiciens ?

Ibrahim: Au départ une vingtaine, la moitié du DMI. Mais si un mathématicien
ne faisait plus de recherche, on coupait son poste quand il partait a la retraite.
Donc les mathématiciens ont baissé en nombre. Certains se battaient pour que
les postes en maths soient transférés en informatique, pour au moins les garder
au département. Bien entendu pour moi, un mathématicien, ¢a ne m’arrangeait
pas. Ce qui nous a sauvé c’est la crise financiere de la faculté. Alors le doyen
Jean Goulet a séparé les départements. Je dirais que c’est lui qui a sauvé les
maths & Sherbrooke. Merci, Jean.

Vasilisa: Vous vouliez vous séparer a cause de la crise financiere ?

Ibrahim: Pas nous, les informaticiens voulaient se débarrasser de nous. Jean a
pensé que les mathématiciens pouvaient vivre seuls. Il a eu raison, c’est lui qui
nous a sauves.

Vasilisa: Mais étant donné qu’on a terminé avec 12 postes, ¢a veut dire que 12
personnes sur les vingt faisaient de la recherche.

Ibrahim: Ce n’est pas aussi simple que ¢a parce que Pierre-Yves Leduc s’est
vraiment battu quand il a été directeur pour conserver les postes en math. Il a
réussi. Eric Marchand aussi s’est battu. Ils ont réussi & conserver des postes, et
ce n’était pas évident.
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Vasilisa: Etait-ce & ton initiative qu’on a embauché Shiping® et Thomas* ?
Ibrahim: Oui, et c¢’était tres difficile a I’époque. Constantin m’a dit qu’il al-
lait prendre sa retraite dans deux ans d’ou la possibilité d’avoir un poste par
anticipation. On a discuté qui pouvait étre candidat, j’ai nommé Shiping. Je
savais qu’il était trés bon, je discutais avec lui par courriel et avec sa directrice
de recherche et elle m’a dit qu’il serait disposé. Ca a marché. Avec Thomas,
¢’était différent. A Iépoque, la direction du DMI ne voulait pas entendre parler
de maths. Leduc était doyen. On s’est demandé quoi faire pour renforcer les
maths. Créer une Chaire? Comme il n’y avait pas de Chaires de Recherche du
Canada disponible pour les maths, on a créé une chaire universitaire conjointe
Sherbrooke-Bishop’s. On a demandé et on a obtenu.

Vasilisa: Combien y avait-il d’étudiants en mathématiques, en premiere année ?

Ibrahim: A cette époque, la lére année était conjointe, maths + BES maths.
Donc entre 40 et 50.

Vasilisa: Est-ce que les cours d’algebre se donnaient déja ou est-ce que c’était
a toi a les introduire ?

Ibrahim: Au premier cycle, tous se donnaient déja. Certains ont changé de
contenu, d’autres ont disparu. Par exemple, un cours sur les structures ordon-
nées. Le cours de théorie des corps était obligatoire, maintenant il est optionnel
(et ne se donne pratiquement plus). Le seul cours que j’ai introduit est un cours
gradué, celui de Représentations des Algebres MATS821.

Vasilisa: Le programme du bac en maths était-il tres différent de ce qu’on
connait maintenant ?

Ibrahim: Non, pas tres différent, mais il y avait davantage de cours de maths
pures, surtout en analyse, qui était le point fort du département.

Vasilisa: Tu as eu beaucoup d’étudiants. Qu’est-ce que c¢’est pour toi ? Pourquoi
aimes-tu les diriger ?

Ibrahim: Parce que ce sont des gens bien. J’ai trouvé des gens tres bien a
Sherbrooke. La qualité humaine des étudiants que j’ai eus est incroyable. C’est
grace a eux que j’ai eu une bonne carriere et que j’en ai été content. La qua-
lité humaine des étudiants de premier cycle aussi, pas seulement des étudiants
gradués.

Vasilisa: As-tu eu des étudiants rencontrés au début de ta carriére avec qui tu
es demeuré ami ?

Ibrahim: Bien sir, tu connais Juan Carlos Bustamante, Jessica Lévesque, et
Diane Castonguay.

Vasilisa: Que fais-tu pour encourager des étudiant.e.s a faire des mathéma-
tiques 7 Que leur dis-tu?

Ibrahim: Ca vient naturellement. Ca dépend de la personne a qui tu parles et
des circonstances aussi.

3Shiping Liu
4Thomas Briistle
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Vasilisa: Véronique® par exemple. Qu’as-tu dit & Véronique pour la convaincre ?
Ibrahim: Depuis le premier jour, j’ai vu que c¢’était quelqu’un. Depuis la lere
session, elle savait que je voulais qu’elle rentre en maitrise de maths (elle était
au BES).

Vasilisa: Mais maintenant elle est post doctorante®.

Ibrahim: Maintenant oui, mais des la premieére session, dans toute la classe, je
ne voyais qu’elle, mathématiquement. Je savais qu’elle était bonne, je ne sais pas
comment expliquer, j’avais cette sensation, peut-étre sa facon de me regarder.
Pourtant le méme groupe contenait d’autres bons étudiants. Je me souviens une
fois, il y avait une party d’étudiants de maths ou ils avaient invité certains du
BES, dont Véronique. Je me souviens d’avoir commencé a parler de maitrise a un
étudiant, il a répondu « Mais moi je suis pas assez bon pour faire une maitrise,
pourquoi ne demandez-vous pas a cette fille-1a [Véronique] 7» J’ai répondu : «
Cette fille-1a, je suis derriére elle depuis sa premiere session! » Véronique a ri.

Vasilisa: Quelle est la chose qui te
donne le sentiment d’étre fier dans ta
carriere 7 Plus globalement - de ton
service, de ton travail comme éditeur,
de limpact que tu as eu sur plu-
sieurs aspects de la vie d’'un profes-
Al . seur, qu’aimes-tu a propos de ton ap-
" port & Sherbrooke ?
Ibrahim: La chose qui m’importe
le plus, ca a été les étudiants, la
confiance qu’ils m’ont accordée. C’est
ce dont je suis le plus fier - autant de
jeunes de tres grande valeur. Ce ne

Ibrahim et Véronique Bazier-Matte en
2012. Réunion de travail, Sherbrooke, SOnt pas juste ceux qui ont continué
Québec, Canada. a faire des maths.
Vasilisa: Qu’est-ce que tu penses
qu’on apporte aux étudiants qui ne
continuent pas en maths, mais qui finissent le bac en maths?

Ibrahim: Je me fiche du papier. Ce que nous leur apportons, c’est une fagon
de voir les choses. Qu’il faut prouver les résultats, qu’il faut penser logiquement,
c’est le but que j’ai toujours essayé d’atteindre.

Vasilisa: Est-ce que tu peux nommer un événement comique de ta carriere ?

Ibrahim: Ce que je dis a mes étudiants quand je rentre en classe, c’est que
mon cours va étre tres difficile et qu’ils vont tous mourir.

Vasilisa: C’est ce que tu dis aux étudiants quand tu entres en classe le premier
jour?

5Véronique Bazier-Matte
5Mise & jour : professeure & I'Université Laval, Québec, Québec, Canada, depuis 2022.
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Ibrahim: Et a chaque jour je répéte - vous allez mourir, ’examen sera tres dur,
vous mourrez tous, écrivez votre testament, je dis ca tout le temps. Il y avait
un groupe, une fois je suis rentré en classe, j’ai trouvé une corde de pendu au
plafond. On a beaucoup ri.

Vasilisa: Est-ce que tu as eu d’autres réactions mémorables de tes étudiants
envers ton enseignement ? Je pense qu’il y avait un groupe qui t’a donné une
bouteille de vin en cadeau.

Ibrahim: Oui, j’ai récolté plusieurs bouteilles de vin. J’en ai méme bu en classe.

2.3 Retraite

Vasilisa: Tu as pris ta retraite en 2021. Penses-tu que ton meilleur théoreme
est déja fait ou pas?

Ibrahim: Bien sir! Ca fait un an que je ne publie rien. Tu ne sais pas a
quel point je suis moins motivé maintenant que la covid m’a coupé de mes
discussions mathématiques journalieres. On parle maths dans les couloirs méme
de choses simples, comme une intégrale ou tel cours & donner etc. Ca maintient
la motivation. J’essaie de dire que, pour moi, I’enseignement et la recherche
c’est une seule chose, la recherche c’est continuer I’enseignement des maths et
I’enseignement est celui des maths vivantes, celles qui se font. Beaucoup de
trucs que nous enseignons viennent des maths de grand-papa, mais la fagon
dont nous les enseignons est moderne, malgré nous, parce que nous sommes des
mathématiciens modernes.

Vasilisa: Oui mais quand méme ce n’est pas la recherche.

Ibrahim: Non, ce n’est pas la recherche, mais c’est la fagon de penser qui
compte pour moi. Je 'ai dit depuis le début de notre discussion, et je reviens
toujours a cette question : pour moi les mathématiques c’est la pensée, comme
la philosophie.

Vasilisa: Penses-tu que la pensée mathématique et la pensée philosophique
sont la méme chose ?

Ibrahim: Non, je pense que les deux sont des composantes de la pensée, point.
Vasilisa: Et I'histoire est-ce de la pensée aussi?

Ibrahim: L’histoire est tres différente des maths. En mathématiques, tu penses
a quelque chose que tu crées, que tu inventes. En histoire, tu dois restituer
quelque chose qui s’est passé. C’est tres différent.

Vasilisa: Donc tu penses qu’on ne découvre pas les maths mais qu’on les crée ?

Ibrahim: On crée les maths. Au moins pour moi, c’est clair. C’est une création
humaine.

Vasilisa: Quels sont tes projets pour la retraite ? Comment 1'imagines-tu ?
Ibrahim: Prendre un daiquiri assis sur un transat en face de la mer des Ca-
raibes.

Vasilisa: Toute la journée ?
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Ibrahim: Peut-étre parfois, changer pour un pina colada. Je plaisante. Mes
projets immédiats sont de finir les deux livres que j’écris, dont un de maths,
et en plus, « on » m’a suggéré, entre guillemets, d’écrire un livre sur Charles
d’Anjou, roi de Sicile. Donc je vais peut-étre écrire ce livre-la. Je veux continuer
a écrire des maths et de I’histoire mais en frangais, et que mes livres aient un
impact. Je veux apprendre l'italien, perfectionner mon castillan, réapprendre
I’anglais British.

Vasilisa: Pourquoi veux-tu apprendre ’anglais British ?
Ibrahim: Parce que j’aime ’Angleterre, ¢’est un beau pays.
Vasilisa: Qu’est-ce qu’il y a de beau-1a ?

Ibrahim: Le cheddar, les salamis et le rosbif du dimanche. La porcelaine Royal
Doulton avec des petits lapins- j’avais ¢a quand j’étais enfant. La Horseguard.
Quand je vois au cinéma ces messieurs qui se promenent avec chapeau melon
et parapluie, je trouve ¢a génial. Continuons avec mes projets. Je veux visiter
les chateaux des croisés en Gréce. C’est un projet & moi qui a été stoppé par
la pandémie. Et mon réve, c’est de souper au Celler de Can Roca, le meilleur
restaurant d’Europe, en Catalogne.

Vasilisa: Pourquoi est-ce un réve, ne peux-tu pas juste aller souper ? C’est un
réve tres facile a réaliser.

Ibrahim: Ca prend trois mois et plus pour avoir une réservation et en ce
moment il y a la covid, et je ne sais pas comment ca va se terminer. J’ai déja
soupé au restaurant Central a Lima au Pérou. Il était classé a I’époque le meilleur
au monde.

Vasilisa: Quel est ’avenir de notre département selon toi ?

Ibrahim: Le niveau des cours de premier cycle a beaucoup baissé par rapport
a I’époque ou j’ai commencé. Il y avait beaucoup plus de cours de premier cycle
de maths surtout en analyse et de tres haut niveau. Je me souviens d’un cours
de théorie des fonctions. Demande a Bernard Colin, il se souvient certainement.
Je suis partiellement responsable de cette baisse de niveau parce que j’étais prof
au département pendant 32 ans. Mais il faut réagir d’une fagon ou d’une autre
et se donner des criteres solides. Je ne sais pas comment, c’est toujours difficile
humainement de dire a un étudiant qu’il ne passe pas. Tu as tendance a penser
individuellement, par rapport a telle personne, mais il faut se demander quel
est le minimum qu’un étudiant doit savoir pour passer tel cours. Le point sui-
vant. Est-ce encore un département francophone ? Ce n’est pas qu’une question
de langue, il y a I'ambiance qui va avec. J’ai aimé au Département de mathé-
matiques cette ambiance bon enfant et conviviale qui peut disparaitre. Je pense
que, petit a petit, ce département risque de devenir un département anglophone.

Vasilisa: Quels sont les défis de département ?

Ibrahim: Devenir ou redevenir francophone. Maintenir ou hausser le niveau des
cours, des cours de maitrise. Ne pas accepter de baisser le niveau des diplémes
de maitrise et de doctorat. Si quelqu’un ne mérite pas un tel diplome, il faut le
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dire.

3 Plus a propos d’Ibrahim

Vasilisa: Qui est ton héros mathématique ?

Ibrahim: Maurice Auslander. Il allait toujours au cceur de la question en
enlevant tous les trucs superflus. Et il arrivait & voir de nouveaux problémes
ou questions. Une fois, un de ses étudiants lui a reproché de ne faire que la
partie facile du travail et de changer de probléme dés que ca devenait difficile.
Auslander a répondu « You are welcome to do the same! »

Vasilisa: Et toi, dans ton travail, comment arrives-tu a engendrer de nouvelles
questions ?

Ibrahim: Ca vient naturellement en fonction de questions précédentes ou de
travaux précédents ou d’une discussion, d’un probleme dont j’ai entendu parler
ou bien je me rappelle quelque chose et je me dis - tiens, peut-étre que la méme
idée pourrait marcher ici 7 50 fagons.

Vasilisa: Quel est ton résultat qui te rend le plus fier ?

Ibrahim: En 1984, j’ai écrit « Representation-finite trivial extension algebras”
». Ce résultat complétait la classification des algebres auto-injectives de repré-
sentation finie, un probléme vieux et important (parce qu’il contient les repré-
sentations des groupes). A 'ICM de Berkeley®, Pierre Gabriel a inclus ce résultat
dans sa présentation. J’en suis encore fier, méme si ce n’était pas le plus difficile
de mes travaux.

Vasilisa: Un résultat du début de ta carriére et un autre des années plus
matures ?

Ibrahim: Le travail ci-dessus a été fait deux ans aprés mon doctorat, avant mon
postdoc. Plus récent, mon article avec Thomas et Ralf® « Cluster-tilted algebras
as trivial extensions'? ». Et mon article avec Sonia!! et Maria Inés Platzeck sur
la dimension de représentation des algébres inclinées!?. Ce sont sans doute mes
trois meilleurs, ou ceux qui ont eu le plus d’impact.

Vasilisa: Quels sont les services a la communauté mathématique du Canada
ou/et en général dont tu es le plus fier ?

Ibrahim: Quand j’ai fait mon doctorat, la théorie des représentations était

7Assem, I., Happel, D. et Roldén, O. : Representation-finite trivial extension algebras, J.
Pure Appl. Algebra 33 (1984) 235-242.

SInternational Congress of Mathematicians, August 3-11, 1986, Berkeley, California, Etats-
Unis.

9Ralf Schiffler

10 Assem, I., Briistle, T., et Schiffler, R. : Cluster-tilted algebras as trivial extensions, Bull.
London Math. Soc. 40 (2008) 151-162.

1 Sonia Trepode

12 Assem, L., Platzeck, M. L., et Trepode, S. : On the representation dimension of tilted and
laura algebras, J. Algebra 296 (2006) 426-439.
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Ibrahim lors d’une présentation devant un tableau noir, juillet 2013. « Words,
Codes and Algebraic Combinatorics » , colloque organisé a l'occasion du 60e
anniversaire de Christophe Reutenauer, Cetraro, Italie.

méconnue au Canada en général et au Québec en particulier. Je me suis donné
pour objectif d’en faire un axe de recherche reconnu, je crois que c’est réussi.
Plusieurs chercheurs québécois, pas forcément sherbrookois, sont reconnus in-
ternationalement en théorie des représentations. Mon domaine était surtout
germano-américain quand j’y suis entré, je suis heureux d’avoir contribué a
son internationalisation. Maintenant on entend parler toutes les langues dans
les conférences. Par ailleurs, la série des conférences ARTA', dont je suis un
des fondateurs, a été un grand succes. Je crois avoir aidé a faire reconnaitre la
valeur de nos collegues latino-américains. Je n’étais pas seul a y pousser, mais
maintenant ils sont établis et j’en suis heureux. Sur un plan plus personnel, je
m’étais juré de pousser des filles a faire des carriéres en maths, et je crois avoir
réussi. Plus de la moitié de mes étudiants de maitrise étaient des filles. Malheu-
reusement seulement le tiers de mes doctorants. Les réticences culturelles sont
tres difficiles a vaincre.

Vasilisa: Pourquoi aimes-tu faire des maths, qu’est-ce qu’il y a qui te donne
plaisir ?

Ibrahim: On pourrait écrire des pages la-dessus. Penser a des problemes, se
demander comment les résoudre, voir si mon idée « marche », construire des
exemples, rédiger la preuve, contourner les obstacles, tout, quoi!

Vasilisa: Combien de temps dure ce plaisir mathématique, le plaisir d’avoir
trouvé quelque chose de bon ?

Ibrahim: Ca peut durer des années ou quelques secondes, ¢a dépend. Le plaisir

13 Advances in Representation Theory of Algebras, organisée pour la premiére fois en 2012.
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mathématique ne dure pas toujours longtemps. Toujours au moment ou je trouve
la preuve d’un bon truc, j’ai quelques minutes de plaisir intense, trés intense.
Apres ca baisse, mais ca ne disparait pas.

Vasilisa: Est-ce que c¢a t’est déja arrivé de ne pas pouvoir dormir la nuit en
pensant a tes mathématiques ?

Ibrahim: Oui, en plus, je suis avec une mathématicienne maintenant. Et il
m’arrive de parler maths la nuit avec elle.

Vasilisa: Es-tu content d’avoir eu une carriere de mathématicien et pas d’un
historien 7

Ibrahim: Je ne sais pas, je n’ai pas eu la carriere d’un historien.
Vasilisa: Es-tu content de ta carriére de mathématicien en général ?
Ibrahim: Oui.

Vasilisa: Te sens-tu une personne accomplie ?

Ibrahim: Pas du tout. Je voudrais faire tant d’autres choses. J’ai négligé la
culture, je ne lisais pas beaucoup de littérature.

Vasilisa: Mais tu lis beaucoup plus que moi quand méme.

Ibrahim: Peut-étre, mais le critere, c’est par rapport & moi, a ce que je voudrais
lire, ce que je voudrais faire, ce que je voudrais apprendre.

Vasilisa: Que voulais-tu apprendre ?

Ibrahim: Beaucoup de choses, par exemple 'italien. La langue est un moyen
d’accéder a la culture. Il y a énormément de choses qui m’attirent dans la culture
italienne. J’ai pensé que c’était stupide de me laisser arréter par le fait que je ne
I’avais pas appris et j’ai commencé a lire en italien sans rien connaitre. Voici un
livre sur I’histoire byzantine en italien, c’est un sujet qui m’intéresse beaucoup.
Je suis capable de le lire maintenant. Je n’aurais pas osé il y a 2 ans, parce que
j’étais trop occupé avec mon travail. Je veux aussi perfectionner mon espagnol
pour étre capable d’écrire.

Vasilisa: Qu’est-ce qui te manque culturellement, qu’est-ce que tu n’as pas pu
faire a cause des maths?

Ibrahim: Par exemple, étre au courant de I'actualité littéraire. Je n’ai pas lu «
La roue rouge » d’Alexandre Soljenitsyne, ni les ceuvres de Svetlana Alexievitch.
Connaitre les avancées de la pensée, par exemple en philosophie.

Vasilisa: Mais les maths, c’est aussi de la pensée.
Ibrahim: L’un n’empéche pas 'autre.

Vasilisa: Oui, mais si tu fais beaucoup de maths, pourquoi la philosophie te
manque ?

Ibrahim: Parce que les maths, c’est une autre facon de penser. Si tu te poses
une question classique, celle de 'existence de Dieu, ce n’est pas avec des preuves
mathématiques que tu peux en discuter. Tu ne peux jamais venir & une conclu-
sion définitive, mais la philosophie permet la discussion.
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Vasilisa: Mais c’est ¢a, ce qui est bien avec les maths c’est que tu peux arriver
a une conclusion, tandis qu’en philosophie tu ne peux pas.

Ibrahim: Oui, mais c’est peut-étre ¢ca qui me manque. Peut-étre que je ne veux
pas arriver a une conclusion. Une réponse c’est bien, mais ce n’est pas nécessaire.
C’est la discussion qui m’importe. C’est pour ca que je préfere Dostoievski a
Tolstoi.

Vasilisa: Qu’est-ce qu’il y a de particulier en algebre pour toi?

Ibrahim: J’aime l'algébre, mais au vu de mon parcours et de mes gotits, n’im-
porte quelle branche des maths pures m’aurait plu autant. Je ne m’imagine pas
faisant des maths appliquées.

Vasilisa: Qu’est-ce que tu dirais aux jeunes qui pensent a apprendre des maths 7
Qu’est-ce que tu leur dirais pour les encourager a apprendre des maths ou a
apprendre plus de maths?

Ibrahim: Je sais ce que tu veux me faire dire... que les maths ont des appli-
cations ou un de ces lieux communs que tout le monde répéete alors qu’il est
évident que ¢a ne motive personne. J’ai essayé de faire des maths en francais,
la langue frangaise est notre héritage et nous ne pouvons pas la laisser se diluer
dans un magma globalisé! Les maths ont quelque chose de plus que les autres
sciences, c’est de la poésie pure et le francais est une langue poétique, musicale
et précise. La société nord-américaine dévalorise les maths comme elle dévalorise
toutes les activités de D'esprit. Il ne faut pas se laisser déstabiliser, la pensée est
la gloire de I’étre humain et aucune activité n’est plus noble que la pensée, voila.
S’il y a quelqu’un qui demande a quoi ¢a sert les maths... on ne répond pas parce
qu’aucune réponse ne le ou la satisfera, la question méme prouve qu’il ou elle ne
veut rien savoir. D’ailleurs les maths vont au moins procurer du plaisir a ceux
qui en font, c’est suffisant, c’est joli.

Vasilisa: Quel est I'ceuvre d’art ou de littéraire que tu aimes le plus.

Ibrahim: L’ccuvre d’art - le Parthénon. Pour moi c’est le plus bel édifice qui
ait jamais été construit. L’ceuvre littéraire : « Les Freres Karamazov » et « Les
possédés (Les démons) » de Dostoievski. Les « Freres Karamazov » pour les
questions métaphysiques qui y sont discutées. Par exemple, 'existence de Dieu.
Et le personnage principal pour moi était Ivan Karamazov, celui qui ne croyait
pas. On peut faire plusieurs lectures différentes du méme livre. Et « Les démons
» ... c’est vrai que ce livre est long, mais quand tu le prends, tu ne le laches pas.

Vasilisa: J’ai lu qu’il a été payé pour écrire ceci contre les socialistes.

Ibrahim: Peut-étre qu’il a été payé pour critiquer ceux qui voulaient changer
le régime tsariste, mais il y croyait vraiment, ce sont les mémes idées que tu
retrouves dans toutes ses ceuvres parce qu’il était antisocialiste. Il était ce qu’on
appellerait maintenant slavophile. Aussi il y a le livre « L’empire du Levant »
de René Grousset. Ce livre a eu plus d’influence sur moi que toutes les maths
ensemble.

Vasilisa: Qu’en est-il des autres types d’art ?
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Ibrahim: Le film « La grande illusion » de Jean Renoir. C’est le fils du peintre
Auguste Renoir. C’est un des meilleurs metteurs en scéne francais. Rock’n’roll :
« Run to the door » de Clinton Ford. C’est la chanson de mes 17 ans (j’en
ai 73 ans maintenant). J’avais une vieille radio, qui prenait un meuble entier.
Jécoutais depuis 'Egypte tout le rock anglais. Mais ¢a c’est le « sérieux » et je
ne suis pas une personne sérieuse ! J’aime aussi Lucky Luke et Topolino, j’adore
Toto et le cinéma d’aventures de Luigi Capuano ou André Hunebelle. Et depuis
mon adolescence, je suis amoureux de Sylva Koscina !

4 Quatre questions de CaMUS

Vasilisa: Pour CaMUS nous terminons chaque entrevue avec les mémes quatre
questions. A part celle de professeur d’université, quelle profession aurais-tu aimé
exercer ?

Ibrahim: Prof de Lycée. Mais prof! Quand j’ai décidé de ne pas étre ingé-
nieur, c’était pour moi ’enseignement. Je suis prof par vocation et chercheur
par accident.

ilisa: u rti ue tu aurais aimé avoir écrit? Un résu
Vasilisa el est Darticle que tu aurais aimé avoir écrit? Un résultat de
quelqu’un d’autre que tu aurais aimé obtenir toi-méme ?

Ibrahim: Je n’ai jamais pensé aux autres, je voulais exister par moi-méme.
Ca ne veut pas dire que ce que font les autres ne m’intéresse pas, par exemple
j’admire ce qu’a fait Auslander. Mais en tant que chercheur, ce qui m’importe,
c’est ce que je fais, moi. Méme si j’admire ses travaux, et je ne serai jamais
capable de les égaler; ce qui m’importe reste ce que je fais.

Vasilisa: Quel article crois-tu que chaque étudiant gradué en mathématiques
devrait lire ?

Ibrahim: La question est dure parce qu’il y tellement d’articles. Il est difficile
de donner une réponse universelle, pour tous les domaines des maths. Je pense
quand méme que tout le monde devrait lire « A Mathematician’s Apology'* »
de Hardy'®. Le livre est écrit en anglais British, c’est de la poésie, écrite par
un homme instruit et cultivé. Ce qu’il montre dans ce livre, c’est la facon de
penser du mathématicien. Et c’est facile a lire, il n’y a que deux preuves : celle
que racine de 2 est irrationnel et que I’ensemble des nombres premiers est infini.
Ces preuves-la devraient étre connues de tous, que ce soit en stats, en maths
appliquées ou en maths pures. Quel que soit ’étudiant, je pense que ce livre
I’'intéressera.

Vasilisa: Quel est ton article préféré paru dans CaMUS ?

Ibrahim: Celui de Dominique Lavertu et Jean-Sébastien Fraser Martineau sur

MHardy, G. H. (1967). A Mathematician’s Apology (with a foreword by C. P. Snow). Cam-
bridge University Press.
5Godfrey Harold Hardy
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les frises!®.

Bien tu m’as posé les quatre questions, mais maintenant, moi j’ai quelque chose
a ajouter. Attention, regarde bien, mon doigt est pointé vers le ciel, il est censé
souligner que ma déclaration finale est importante. Ce questionnaire parle peu
de ’enseignement au premier cycle. Vous devriez trouver des questions, c’est
important, le premier cycle. Pas les étudiants gradués, pas les chercheurs. Ma
vocation, ce que j’ai voulu faire dans ma vie, c’est enseigner. J’ai adoré enseigner,
j’ai surtout adoré mes étudiants. C’est a eux, les jeunes étudiants de Sherbrooke,
de maths ou du BES, que je dois d’avoir aimé ma vie et ma carriere. Je veux dire
merci a toutes et a tous. C’est eux qui devraient étre au centre du questionnaire,
pas moi ni ma recherche, merci!

MARIE-PIER DOMINIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE DE SHERBROOKE
Courriel: marie-pier.dominique2@usherbrooke.ca

KrLAUS HERRMANN
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE DE SHERBROOKE
Courriel: klaus .herrmann@usherbrooke.ca

VASILISA SHRAMCHENKO
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE DE SHERBROOKE
Courriel: vasilisa.shramchenko@usherbrooke.ca

16Fraser Martineau, J.-S. and Dominique Lavertu, D. : Frises et triangulations de polygones,
Cahiers Mathématiques de I’Université de Sherbrooke (CaMUS) 1 (2010), 39-59.
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CaMUS est une revue mathématique publiée par le Département de mathématiques
de I"Université de Sherbrooke. Le but de ces cahiers est de permettre aux étudiants et
étudiantes de présenter leurs travaux effectués dans le cadre d’activités tels les stages
de recherche du premier cycle, les présentations au Club Mathématique et les cours
d’initiation a la recherche. Les personnes auteures sont principalement des étudiants
et étudiantes au premier cycle, notamment en mathématiques et au Baccalauréat en
enseignement au secondaire avec profil en mathématiques. Cette revue est publiée a
Iintention de tous ceux et celles qui s’intéressent aux mathématiques, a I’'Université de
Sherbrooke et ailleurs. Ses objectifs sont de favoriser :

Papprentissage de la rédaction d’articles des le premier cycle,
e l'amélioration de la communication écrite,
e le développement de la rigueur d’expression,

e la motivation du personnel étudiant pour la recherche en général.
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e Marie-Pier Domingue
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et des professeur(e)s :

e Thomas Briistle
e Virginie Charette
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Information aux auteurs : Les articles doivent constituer des présentations origi-
nales, mais on ne demande pas qu’ils contiennent des résultats originaux : pour la
prépublication de ces derniers, la série de Rapports de recherche du Département de
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Abonnement, achat d’exemplaires et autres renseignements : CaMUS est une
publication électronique sans frais avec un nombre limité d’exemplaires imprimés a
vendre. Pour des informations sur le prix courant, le mode de paiement ou pour nous
contacter, rendez-vous a ’adresse Web indiquée ci-dessus.

CaMUS - Département de mathématiques - Faculté des sciences - Université de Sher-
brooke - 2500, boulevard de 1’Université - Sherbrooke (Québec), Canada J1K 2R1



	couverture-VOLUME 5_frac_bas
	CaMUS8_Contenu
	Introduction
	Groupe fondamental
	Crochet de Goldman
	Algèbres et variétés
	Variété de caractères
	Identités de traces
	Variété de caractères GL(2,C)
	Action de groupe de X(g,+-1)
	Isomorphisme avec le produit tensoriel

	Crochets de Poisson
	Crochet de Poisson sur C[X(g,SL(2,C))]
	Crochet de Poisson sur C[X(g,C*)]
	Crochet de Poisson sur C[X(g,GL(2,C))]
	Crochet de Poisson sur le produit tensoriel
	Crochet de Poisson ,GL


	Introduction
	Rappels sur les espaces topologiques
	Variété lisse
	Variété topologique
	Structure lisse
	Théorie de Morse classique
	Fonction de Morse
	Existence d'une fonction de Morse
	Champ vectoriel gradient
	Décomposition en anses
	Conclusion
	Introduction
	Notion préliminaire: Le produit tensoriel
	Les TQFTs en dimension 2
	La structure géométrique des surfaces à bords dans R 3 
	La définition des TQFTs de dimension 2
	La définition axiomatique des TQFTs
	Un exemple de TQFT
	L'espace vectoriel H
	La définition explicite d'une TQFT
	Un résultat original
	Un cas particulier
	Pour aller plus loin...
	Conclusion
	Introduction
	Cohomologie d'un groupe G
	Les suites exactes courtes de groupes
	Les extensions
	Les cocycles et les extensions
	La cohomologie des groupes cycliques
	Conclusion
	Introduction
	Définitions et premiers résultats
	Espace métrique et théorie de la mesure
	Système préservant la mesure et ergodicité
	Théorème ergodique
	Un peu plus de théorie de la mesure et les espaces de Hilbert
	Exemple de système ergodique
	Théorème ergodique moyen de von Neumann
	Théorème maximal ergodique
	Théorème ergodique de Birkhoff
	Début de carrière et formation initiale
	Pourquoi les maths?
	Formation universitaire
	Doctorat à Carleton
	Carrière académique
	Stage postdoctoral
	Poste à l'Université de Sherbrooke
	Retraite
	Plus à propos d'Ibrahim
	Quatre questions de CaMUS





























	Couverture_back_CaMUS8-1

