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RESUME  Nous présenterons de facon explicite les dégénérations des repré-
sentations des carquois de type A3 a deux puits en utilisant principalement
I’algebre linéaire. D’abord, nous décrirons 'orbite des représentations matri-
cielles de ce carquois, ainsi que la fermeture de cette derniére. Nous introdui-
rons, au préalable, certaines notions de topologie et de la théorie des groupes.

1 Introduction

La théorie des représentations est une théorie mathématique qui a pour but
de représenter les structures algébriques par des transformations linéaires d’es-
paces vectoriels. Elle permet alors d’étudier ces objets de maniere concrete, avec
les opérations matricielles usuelles et autres outils de I’algebre linéaire. Dans le
présent article, nous étudierons plus précisément les dégénérations des représen-
tations de carquois. Les représentations de carquois ont été introduites par le
mathématicien frangais Pierre Gabriel (1933-2015), aussi appelé Peter Gabriel,
dans [Gab72]. Cette théorie sert principalement a I’étude des algebres et ainsi
trouve entre autres des applications en géométrie et en physique théorique.

Les dégénérations des représentations de carquois ont notamment été étu-
diées dans [ADKS1], [AD84], [AD85], [Rie86] et [Bon95]. Les principaux résultats
de cet article ont été obtenus dans [AD85] dans une plus grande généralité. La
différence dans notre approche est que nous avons travaillé directement avec des
matrices. Or, nos démonstrations se résument a des manipulations matricielles
et par le fait méme, sont tres concretes. Des méthodes similaires ont été utilisées
dans [Roy17], pour le cas du carquois de type Ay. Dans cet article, nous nous
intéresserons aux dégénérations du carquois de type A3 a deux puits.

Plus précisément, la section 2 servira d’introduction a la topologie. Nous
présenterons ce qu’est la topologie de Zariski et ce qu’est la fermeture d’un sous-
ensemble d’un espace topologique. Dans la section 3, nous introduirons la notion
de carquois et d’une représentation de carquois. Le groupe [[;c; GLy, (K) agit
sur les représentations K-linéaires de carquois, ce qui nous permettra de définir
l’orbite d’une telle représentation. La section 4 sera dédiée a I’étude des orbites
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des représentations d’un carquois de type Ag a deux puits. Nous en donnerons
une description complete. Finalement, la section 5 contient le résultat principal,
qui est une classification des dégénérations des représentations de Ags.

2 Topologie

Dans cette section, nous présenterons quelques définitions et résultats en topo-
logie qui nous serviront tout au long de I'article. Bien que nous ne définirons pas
ce qu’est une dégénération dans cette portion du texte, il est a noter que cette
notion est principalement de nature topologique. Les démonstrations dans cette
partie seront omises. Cependant, elles sont faites dans [Roy17] et nous donnons
une référence pour chaque énoncé.

Définition 2.1. Soit X un ensemble non vide. Une topologie T sur X est une
collection de sous-ensembles de X telle que

L0eTetXeT,
ii. L’union arbitraire d’éléments de 7 est dans T,

ili. Une intersection finie d’éléments de T est dans 7.

Le couple (X,7T) est nommé un espace topologique et les éléments de T sont
appelés des ouverts. Un sous-ensemble de X est fermé si son complément est un
ouvert. Pour alléger la notation, nous écrirons X au lieu de (X, 7).

Définition 2.2. Soit f : X — Y une fonction entre deux espaces topologiques.
Alors, f est continue si f~'(U) est un ouvert de X lorsque U est ouvert dans
Y.

Remarque 2.3. La fonction f n’étant pas nécessairement inversible, f~! corres-
pond a la préimage de f.

Définition 2.4. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une fonction f :
X — Y est un homéomorphisme si

i. f est bijective,
ii. f est continue,
ifi. f~! est continue.

Définition 2.5. Soit K un corps. Un n-espace affine sur K, noté A", est
I’ensemble des points P = (aq,...,a,) avec a; € K.

Soit R := K|[x1,...,zy] 'anneau des polynomes a n indéterminés sur le corps
K. En interprétant les éléments f de R comme étant des fonctions a n variables

f: A" > K
P f(P) = f(ai,...,an),

nous pouvons définir les zéros de f.
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Définition 2.6. Soit f € R. Les zéros de f sont I’ensemble Z(f) :={P € A" |
f(P) = 0}. Plus généralement, pour F C R, on définit

Z(F)={P A" | f(P)=0Vf € F}
les zéros de F.

Définition 2.7. Un sous-ensemble Y C A" est un ensemble algébrique s’il
existe F C R tel que Y = Z(F).

En d’autres mots, un ensemble algébrique est ’ensemble des zéros communs
pour un ensemble de polynémes dans R.

Proposition 2.8. ([Har77], 1.1) L’union de deux ensembles algébriques est un
ensemble algébrique et l'intersection d’une famille finie d’ensembles algébriques
est un ensemble algébrique. De plus, l’ensemble vide et l’espace complet sont des
ensembles algébriques.

Définition 2.9. La topologie de Zariski sur A" est définie en prenant les ouverts
comme étant les compléments des ensembles algébriques.

La topologie de Zariski permet d’étudier les ensembles algébriques avec les
outils de la topologie, indépendamment d’un choix de topologie sur K. D’ailleurs,
il est possible de vérifier que cela forme bel et bien une topologie avec la propo-
sition 2.8 et la loi de De Morgan.

A partir de maintenant, nous fixerons K un corps algébriquement clos infini
et le n-espace affine sur K, A", sera un espace topologique avec la topologie de
Zariski.

Définition 2.10. Soient X un espace topologique et U C X. La fermeture de
U, notée U, est le plus petit ensemble fermé contenant U.

11 est & noter que U est fréquemment appelée 1’adhérence de U.

Lemme 2.11. ([Royl7], 2.17) Soient U C A™ et f : A' — A™ une application
continue. Si f(x) € U pour tout x € K \ {0}, alors f(0) € U.

Définition 2.12. Une application ¢ : A" — A" est réguliére s’il existe
1, pm € Klxy,...,x,) tels que ¢(P) = (¢1(P),...,¢pm(P)) pour tout P €
ATL

Lemme 2.13. ([Royl7], 2.13) Soit ¢ : A" — A™ wune application réguliére.

Alors, ¢ est continue.

Le lemme précédent est aussi démontré dans un cadre plus général dans
[Har77], Lemme 3.1.
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3 Représentations de carquois

Définition 3.1. Un carquois Q = (Qo, Q1,5,b) est composé d’un graphe orienté
(Qo,Q1) ou Qp est 'ensemble des sommets et Q) est 'ensemble des fleches reliant
les sommets, ainsi que de deux applications s,b : Q1 — Q. Si «: i — j est une
fleche, alors s(a) =i est la source et b(a) = j est le but.

En outre, on dit que j € Qg est un puits de @ si j n’est la source d’aucune
fleche de Q. Enfin, un carquois est dit fini si Qg et ()1 sont finis.

Pour le reste de la section, @ = (Qo,Q1, $,b) représentera un carquois fini.

[0
12,9 %9

X () b a
122 1 \ / 122 —=3
a9 (a7} a3z
3

FIGURE 1 : Exemples de carquois

Définition 3.2. Une représentation K-linéaire M de @) est une famille de
K-espaces vectoriels de dimensions finies M (i) pour i € Qy et d’une famille
d’applications K-linéaires M («) : M (i) — M(j), avec a : i — j les fleches,
parcourant Q).

Exemple 3.3. SiQ est

Définition 3.4. Un Q-vecteur, noté d, est un vecteur d’entiers non négatifs de
la forme d = (d;)icq,- On dit que d est sincére si d; > 0 pour tout i € Qo.

Définition 3.5. Soient d un @-vecteur et M une représentation K-linéaire de
Q. Alors, d est le vecteur-dimension de M, si d = (dim M (%));eq,. On dira que
M est sinceére si d est sincere.

Notation 3.6. Soit d un Q-vecteur. L’ensemble des représentations K-linéaires
de @ de vecteur-dimension d sera noté rep,(Q, K).

3.1 Représentations matricielles de carquois

Pour travailler aisément sur les représentations avec les outils de ’algebre li-
néaire, il est pratique d’utiliser les matrices. L’objectif de cette sous-section sera
d’introduire une méthode pour associer des matrices aux représentations.

Définition 3.7. Soit d = (d;)icq, un Q-vecteur sincére. A chaque floche o :
i — j dans @1, on associe une matrice M, sur K de taille d; x d;. On appelle la
collection M = (Ma)aeq, une représentation matricielle sur K de @ du vecteur-
dimension d.
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Exemple 3.8. Supposons que nous avons le carquois () suivant :

1252

et la représentation M de @ du vecteur-dimension d = (2,3) suivante :

M(a)

M(1) M(2),

alors une représentation matricielle associée & M serait illustrée par :

Notation 3.9. L’ensemble des représentations matricielles sur K de @ du Q-
vecteur d sera noté Matg(Q, K).

Soit d un Q-vecteur sincére. Il y a une correspondance entre rep,(Q@, K) et
Matg(Q, K') donnée de la fagon suivante. N

Soit M € repy(Q, K). Pour chaque i € @, on fixe une base B; de M (i) et
pour chaque « : i — j dans @1, on considére la matrice M, de M(«) : M(i) —
M (j) dans les bases B; et Bj. Ainsi, M = (My)aco, € Maty(Q, K) est une
représentation matricielle associée a M.

Réciproquement, étant donnée N = (Na)acg, € Maty(Q, K), on prend
N(i) = K% le K-espace vectoriel des matrices de taille 1 x d; pour tout i € Q.
Pour toute « : ¢ — j dans ()1, on pose :

N(a): K% — K%
u — ulN,

et on obtient une représentation N de repi(Q, K). 1l nous suffira donc de tra-
vailler avec Maty(Q, K).

Définition 3.10. Soient M € Maty(Q, K) et N e Maty (Q,K). Un morphisme
P : M — N est une famille de matrices P; de taille dim M (i) x dim N (i) pour
1 € Qo telles que, pour toute a € (1, le diagramme suivant commute :

M) s M(j)

c’est-a-dire que PN, = M, P;.

Remarque 3.11. On dit que P est un isomorphisme, si P; est inversible pour
tout i € Qq.
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Soit d = (d;)icq, un Q-vecteur sincere et posons q = 3,0, ds(a)dp(a)- En
écrivant les matrices en ligne, on identifie Mat,y(Q, K') au g-espace affine A? avec
la topologie de Zariski.

Exemple 3.12. Soient Q : 1 - 2 3w carquois et d = (2,2,1) un Q-
vecteur. Alors, Maty(Q, K) = AS. En effet, en écrivant en ligne chaque M =
(A,B) € Matd(Q,K), ou A = (CLij)i:LQ;j:LQ et B = (bij)izlyg;jzl, on obtient
Matg(Q, K) = {((a11 a12 a21 a22) , (b11 b21)) | aij,b;; € K}, qu'on identifiera a AS.

En traitant Maty(Q, K) en tant qu’espace topologique, nous définirons une
action de groupe sur ce dernier.

3.2 Action de groupe

Définition 3.13. Soient G un groupe, e son élément neutre et X un espace
topologique. Une action (a droite) de G sur X est une opération

X xGE =X
(z,9) = z-g
respectant les propriétés suivantes :
i. x-e=x pour tout x € X ;
ii. z-(g192) = (z-g1) - g2 pour tous g1, g2 € G et pour tout x € X ;

iii. Pour tout g € G, lapplication g : X — X définie par g(z) = x - g est un
homéomorphisme.

Nous remarquons que les deux premieres conditions sont celles d’une action
de groupe sur un ensemble, tandis que la derniére est ajoutée lorsqu’on considere
une action de groupe sur un espace topologique.

Définition 3.14. Soient X un espace topologique et G un groupe agissant sur
X. Pour tout x € X, on définit -G :={x-g | g € G}, la G-orbite de x.

Le prochain théoréme nous donne de l'information sur la fermeture d’une
G-orbite. Il peut étre déduit de la démonstration de la proposition 8.3 dans
[Hum?75].

Théoréme 3.15. ([Royl7], 3.3) Soient X un espace topologique, G un groupe
agissant sur X etx € X. Siyex-G, alorsy-GCz-G.

Soit d = (d;)ieq, un Q-vecteur sincere. Le groupe qui nous intéressera pour
I'instant est le produit direct

[ GLa (%) = (GL4y (K),..., GLy, (K)),

1€Qo

ou GL,(K) dénote le groupe des matrices inversibles sur K de taille n X n pour
la multiplication matricielle. Ce groupe sera noté GLg (k).
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Proposition 3.16. ([Royl7], 4.9) Soient M = (Ma)aco, € Maty(Q, K) ot d
est un Q-vecteur sincére et g = (gi)icq, € GL4(K). Alors,

M - g = (g;(i)Mong(a))aEQl

est une action de GLg4(K) sur Matg(Q, K).

Notation 3.17. Soit M € Maty(Q, K). Nous noterons la GLg(K)-orbite de M
par O(M).

Exemple 3.18. Reprenons la représentation matricielle de I’'exemple 3.8. Alors,

O(M)={M -g| g€ GLy(K)}
— {97 'Maga | g1 € GLy(K) et g, € GL3(K)}.

Avant de travailler sur les représentations matricielles, nous rappellerons cer-
tains résultats de ’algebre linéaire.

Lemme 3.19. Toute matrice A se réduit suite a des opérations élémentaires
de lignes et de colonnes a

Iy 0O

0 0)°

Lemme 3.20. Toute suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes a partir
d’une matrice correspond a la multiplication d gauche par une matrice inversible.
De la méme facon, toute suite finie d’opérations élémentaires sur les colonnes
a partir d’une matrice correspond a la multiplication d droite par une matrice
inversible.

ot k =rg(A).

Puisque les lemmes 3.19 et 3.20 sont des résultats bien connus, leurs démons-
trations sont omises.

Lemme 3.21. Soit I la matrice identité. Si E est obtenue a partir de I suite
a des opérations élémentaires de lignes, alors E se réduit a I par des opérations
élémentaires de colonnes.

Démonstration. Supposons que E ait été obtenue a partir de [ suite a des opé-
rations élémentaires de lignes. Par le lemme 3.20, il existe une matrice J inver-
sible telle que E = JI, ce qui implique que EJ~! = I et par conséquent que
E~! = J~! est la matrice associée aux opérations élémentaires de colonnes qui
réduira F a I. O
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4 Orbites des représentations de Aj

Pour le reste de larticle, on se fixe (2 un carquois de type A3 & deux puits

%
Q:1

N

3

et d = (d1, ds2,d3) un Q-vecteur sincére.

Dans ce cas, une représentation matricielle M € Matgy(Q, K') est un couple
de matrices M = (A, B) ol A est de taille dj x dy et B est de taille dy x ds.
Alors, M peut étre illustrée par

P
e

K&

K%,

Le reste de l'article sera consacré a I’étude de ces représentations matri-
cielles. Dans cette section, nous donnerons une description des orbites de ces
représentations matricielles.

Le lemme suivant justifie partiellement notre intérét pour les orbites de re-
présentations matricielles.

Lemme 4.1. Les classes d’isomorphismes de Matq(Q, K) sont les orbites de
MatQ(Q,K).

Démonstration. Soit M = (A,B) € Maty(Q, K). Considérons la classe d’iso-
morphisme de M, c’est-a-dire I’ensemble des représentations matricielles M’ =
(A",B’) tel que le diagramme suivant commute

92

A

K K
A A’
K% / & K% /
N
Kd

2

3

Kd

~ s

avec gi1, g2 et gz inversibles. Nous avons que Ags = g1 A’ et ¢1 B’ = Bgs ce qui
équivaut a A" = g YAgs et B = ' 'Bgs. La classe d’isomorphisme de M est
I’ensemble des A’ et B’ respectant cette condition, ce qui est exactement ’orbite
de M; {(g9y ' Aga, 91 ' Bys) | (91,92, 93) € GLa(K)} = O(M). O
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Définition 4.2. Une matrice partagée (A | B), ou A est de taille d; x d2 et B
est de taille d; x ds est dite une matrice partagée de type dy x [da|ds].

Notons par Maty, «[d,|d5) (@, ) I'ensemble des matrices partagées de type
dy x [da]d3]. Comme avec Maty(Q, K), nous identifierons Matg, x [4,/d5] (@, K)
avec l’espace topologique Ad(datds)

Les résultats suivants nous permettront de travailler avec Matg, y[d,(d,] (@, K)-

Proposition 4.3. Soient (A | B) € Matg, x4y, (@, K) et g = (91,92,93) €

GL4(K). Alors,
(418) o= (a15) (5 2)

est une action de GLg(K) sur Matg, x(d,]d)(Q, K)-

La démonstration étant similaire a celle de la proposition 3.16, elle sera omise.

Notation 4.4. Nous noterons par O(A | B) la GL4(K)-orbite de (A | B) avec
I’action de groupe définie a la proposition précédente.

Théoréme 4.5. Définissons 'application

U : Matg(Q, K) — Matdlx[dQ\dg](Q,K)
(A,B) — (A | B).

et écrivons ¥(O(A,B)) = {V(A',B") | (A',B") € O(A,B)}.
Nous obtenons les deux résultats qui suivent.

1. U est un homéomorphisme.
ii. W(O(A,B)) = O(V(A,B)) pour tout (A,B) € Maty(Q, K).

Démonstration. (i..) La vérification de ce résultat est directe.
(#..) Soit (A’, B') € O(A,B). Ainsi, (A',B") = (g7 ' Aga, g; * Bgs) pour (g1, g2, g3) €
GLg4(K). Par définition de ¥, on a que

V(91" Aga. g1 ' Bgs) = (91 ' Ag2 | g1 ' Bys)
_ -1 g2 0
ce qui entraine que V(O(A,B)) = O(A | B) = O(¥(A,B)). O

Ce théoreme nous dit entre autres que les espaces topologiques Maty(Q, K)
et Matg, y|dy|dy) (@5 K) sont homéomorphes. Par conséquent, nous travaillerons
désormais avec Maty, y(d,|ds] (@, K)-

Nous introduisons le prochain exemple, qui nous suivra pour le reste de
I’article.
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Exemple 4.6. Soit M = (A,B) € Mat 5 1 9)(Q, C), ot

Il en suit que

(1 0)(21 0>(1)(1) _(210)
-3 Y\1[1 3){5 | 03 1)

Pour atteindre I'objectif actuel qui est de trouver 'orbite des matrices de
Matg, »[dy|ds] (@, K), nous énoncerons certains résultats importants. Nous débu-
terons par introduire 1’équivalent du lemme 3.20 pour les matrices partagées.

W= O O

Lemme 4.7. Soit (A| B) € Maty, [d,|ds](Q, K). Toute suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes de (A | B) correspond a la multiplication a gauche
par une matrice inversible. Toute suite finie d’opérations élémentaires sur les
colonnes de A ou sur les colonnes de B correspond a la multiplication a droite

par une matrice diagonale par bloc (g 2), avec g € GLg,(K) et h € GLg,(K).

Démonstration. Le cas des opérations de lignes est traité par le lemme 3.20.
Pour ce qui est des opérations de colonnes, le lemme 3.20 implique qu’il existe
g, h des matrices inversibles ou leurs multiplications & droite correspondent aux
opérations de colonnes sur A et sur B, respectivement. Le résultat suit de la
multiplication par bloc. En effet, (Ag | Bh) = (A | B) (g 2) O

Le résultat précédent motive la prochaine définition.

Définition 4.8. Soit (A | B) € Matg, x[4,/d5) (@, K). Une opération élémentaire
sur (A | B) est une opération admissible, si 'opération est une opération élé-
mentaire sur les lignes de (A | B), sur les colonnes de A ou sur les colonnes de
B.

Proposition 4.9. Soient (A | B), (A" | B') € Maty, x[a,|a](Q, K). Alors, (A" |
B') € O(A | B) si et seulement si (A’ | B') a été obtenue a partir de (A | B)
par des opérations admissibles.
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Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 4.3 et du
lemme 4.7. O

Théoreme 4.10. Soit (A | B) € Maty, x(d,145] (@, K). Alors, (A | B) se réduit
par des opérations admissibles a la matrice partagée

I. 0 0|1 0 0

0 I, 0/0 0 Of_,

0 0 0|0 o 1| st
0 0 0/0 0 O

our =rg(A)+rg(B)—rg(A| B), s =rg(A| B)—rg(B) ett =rg(A | B)—rg(A).

Démonstration. Nous débuterons par 'introduction de chaque manipulation a
faire pour obtenir la matrice I, ;. Par les lemmes 3.19 et 3.20, on sait qu’il

(1)
existe G et HY) = ( H(l)l IO ) des matrices inversibles telles que
d3

gn@HB)mn_<%m>0

( ’ Bf?) _ (A(l) ‘ B(l))_

1
By

I, 0
Par les lemmes 3.19 et 3.20, il existe G2 et H? = ( 32 H<2)> des matrices
22

inversibles telles que la multiplication & gauche par G@ et la multiplication &
droite par H® réduira Bg). Nous obtenons ainsi, pour ¢ := rg(BS)),

I, 0| p® p®@
G (AW | BOY ) - 30 ol h o = (4 | B®).
0 0 0 0

L’objectif étant d’éliminer le bloc Bg), nous poserons

(2)
3) Liga)y —Bii 0
G = 0 I; 0
0 0 Idl —rg(A)—t

et suite a la multiplication a gauche par cette matrice, on obtient

Ly =B 0 Ly 0| B B
G@(mm\gm): 0 I, 0 0 0| 1 0
0 0 Iy —rg(a)_s 0 0/ 0 o0

Ly 00 B

=1 0 o0l 0

0 00 o0

:(A@‘B@)
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Par les lemmes 3.19 et 3.20, il existe Gﬁ) et H ﬁ) des matrices telles que lorsque

multipliées a droite et a gauche respectivement, réduira Bg)
-1

3.21, la multiplication a droite par Gﬁ) annulera les opérations sur les lignes

(4)

correspondantes a la multiplication de Gﬁ

. Par le lemme

faite sur [,4(4) et par conséquent, la

. . . : 2
laissera inchangée. En effet, si r == rg(Bg), nous aurons

G (a® B HW = | o 1, 0 0o o5, o |HY
0 0 Iy ra(a)s 0 0/0 0
(4) ey (G 0 00
Gi1 ' Ligay 010 By 0 I 0 0
do—rg(A
— 0 0 I 0 2 g( )
¢ 0 0 I, 0
0 00 0 (4)
0 o 0 H
Lgay 0[0 (50)
-1 0o ol o0
0 0|0 0

= ( AW | B(4)>,

En posant s := rg(A) — r et en sous divisant la matrice en plus de blocs, nous
obtenons

I = (A(5> | B(5)).

0

oo o~
o oSO
oo oo
o
coc oo
o o ol

Iy, 0
0o H)
la permutation des colonnes de B®) telle que (A®) | BO)YH®) = Iirst)-
Finalement, par construction de I(, 5 ;), on a que 7 +s =1g(A), r+t = rg(B)
|
|

Par le lemme 3.20, il existe H®) = ( ) ol Hég) est la matrice associée a

et r+s+t =rg(A | B). Nous pouvons remarquer que r = rg(A)+rg(B) —rg(A
B). En substituant r dans les égalités ci-dessus, nous obtenons que s = rg(A4
B) —rg(B) et que t =rg(A | B) —rg(A). O

Remarque 4.11. Par la formule de Grassmann, nous avons que r = dim(C(A) N
C(B)), la dimension de l'intersection de l'espace colonne de A et de l’espace
colonne de B ([Ass21], 11.3.25).

Remarque 4.12. Etant donnée (A | B) € Maty, « (d,|ds] (@, K ), la matrice parta-
gée I(; sy obtenue a partir de (A | B) est unique. En effet, par le lemme 4.7,
faire des opérations admissibles est équivalent a multiplier A, B et (A | B) par
des matrices inversibles, ce qui entraine que rg(A), rg(B) et rg(A | B) resteront
inchangés ce qui implique que r, s et t ne changent pas et donc que la matrice
I, s +) obtenue a partir de (A | B) est unique. Nous appellerons cette matrice la
forme canonique de (A | B).
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Exemple 4.13. Continuons l'exemple 4.6. La proposition 4.9 nous dit que
laction de groupe est une opération admissible. Or, la forme canonique de (A |

B) est
2 0 0 0 (1|1 0\ _
0 1 1 (1) =lolo 1)~ faon

_1
2
Proposition 4.14. Soient (A | B) € Maty, x(4,1d5) (@, K) et I ) la forme
canonique de (A | B). Alors, O(1, 1) = O(A| B).

D= =t
O O

Démonstration. Puisque I, ;1) est obtenue a partir de (A | B) suite a des opé-
rations admissibles, on a, par la proposition 4.9, que I, € O(A | B) ce qui
entraine que O(I, ) = O(A | B). O

Le probléme de calculer O(A | B) revient alors a calculer O((;54)). En
combinant les résultats obtenus dans le théoreme 4.10 et la proposition 4.14,
nous avons le lemme suivant.

Lemme 4.15. Soit (A | B) € Maty, «[4,4,)(Q, K). Donc,

O(A| B) = ¢ (A"] B') € Maty, x[d,]as) (@, K) rg(B') = rg(B)
rg(A"| B') = rg(A| B)

Démonstration. Soit (A’ | B') € O(A | B). Supposons que (A | B) se réduit a
I(.s ). Par la proposition 4.14, on a que (A'| B) € O(I(.s)), ce qui implique,
par la proposition 4.9, que (A" | B) se réduit aussi a I(, 5 ;). Cela implique que
r, s et t sont les mémes pour (A’ | B') et (A | B) et donc, par le théoréme 4.10,
on en conclut que rg(A) =rg(A’), rg(B) =rg(B’) et rg(A | B) =rg(A’ | B').
Soit (A" | B') une matrice telle que rg(A4) = rg(A’), rg(B) = rg(B’) et rg(A |
B) = rg(A’ | B’). Il en découle du théoreéme 4.10 que r, s et ¢t sont les mémes
pour (A | B) et (A" | B') et donc que leurs formes canoniques sont les mémes.
On obtient, par la proposition 4.14, que O(A" | B') = O(I(,.54)) = O(A | B) et
en particulier que (A’ | B') € O(A | B). O

Une fois l'orbite de (A | B) calculée, il est naturel de se demander combien il
y a d’orbites possibles pour un @Q-vecteur donné. Par la qualification de I'orbite
donnée au lemme 4.15, nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 4.16. Posons my := min(dy, dz), mg := min(dy, d3), mg := min(dy, do+
ds) et ¢ :=m1 + mg —m3. Le nombre d’orbites de Maty, «(q,)4,)(Q, K) est

my + 1
6

<m1(3m2 —mq + 1)+ 6(ma + 1)) - m,

\ 0, siq <0
ou m = 1 .
sla—1)(g+4)q+q, sinon.
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Démonstration. Soit (A | B) € Maty, «[4,|d](Q, K ). Par le lemme 4.15, on a que
lorbite de (A | B) est uniquement déterminée par rg(A), rg(B) et rg(A | B),
ce qui implique que le nombre d’orbites de Mat g, x(d,(d5] (@, ) sera le nombre
de triplets (rg(A),rg(B),rg(A | B)) possible. Cependant, il y a des restrictions
sur rg(A), rg(B) et rg(A | B). En effet, nous avons que 0 < rg(A) < m; et que
0 < rg(B) < mg. Pour ce qui est de rg(A | B), nous savons qu'il ne peut étre
plus petit que rg(A) ou que rg(B), mais qu’il ne peut dépasser ni rg(A) +rg(B)
ni mg. Nous obtenons ainsi la condition : max(rg(A),rg(B)) < rg(4A | B) <
min(rg(A) +rg(B), m3). On remarque aussi qu’étant donné un triplet (,j,x) tel
que 0 < i <mq, 0 <j<mget max(i,j) < z < min(i + j,ms), il est possible
de construire une matrice partagée (A | B) € Matg, x(4,/d5)(Q, K) ot 1g(A) = i,
rg(B) = j et rg(A | B) = z. Notons alors (i,5,x) = (rg(A),rg(B),rg(A | B)).
Le nombre de combinaisons sera la somme du nombre de valeurs possibles pour
x, pour toute combinaison de i et de j possible, ce qui équivaut a la somme
suivante :

mi1 mo
> #{z € N[ max(i,j) < < min(i + j,m3)}
i=0j=0
mi ,mo i+j
—Z(Z[#{J;EN]max(,j) r<i+j}— Z 1)
=0 “j=0 k=m3+1
i+
—Z(Z[ {reN|i<z<i+j}—- > 1
=0 “j=0 k=ms+1
ma 1+j
+ 3 |#zeN|j<a<itji- 3 1 )
j—i+1 k=ms+1
i+j—ms—1 ma i+j—m3—1
= jH1— > 1}+Z it1- ) 1D
k=0 j=i+1 k=0

(S
mzo< mg—f—i-l JZNHZ"‘S 11)
1+

1 mi1 mg t+j—m3—1

= 6 (m1(3m2—m1+1)+6m2+1> ZZ Z L.

1=0 j=0 k=0

5 Dégénérations des représentations de Aj

Soient X un espace topologique, z € X et G un groupe agissant sur X. Une
dégénération de x peut étre vue comme une approximation grossiere de z. Il
est effectivement possible d’inférer des caractéristiques de la G-orbite de x en
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connaissant les dégénérations de x, ou plus précisément, d’inférer des caracté-
ristiques de la fermeture de z - G.

Définissons maintenant ce qu’est une dégénération dans le contexte précis
dans lequel nous travaillons.

Définition 5.1. Soient (A | B), (A" | B') € Matg, x[4,]d,](Q, K). On dit que
(A" | B') est une dégénération de (A | B), notée (A | B) <geg (A’ | B'), si
O(A"| B') CO(A| B).

Le théoreme principal de cet article fournit les conditions suffisantes et néces-
saires pour étre une dégénération d’une matrice partagée de Mat g, » [4,]d5] (@, K ).
Il peut étre énoncé comme suit.

Théoréme 5.2. Soient (A | B), (A" | B') € Matg, x[4,45)(Q, K). Alors, (A" |
B') est une dégénération de (A | B) si et seulement si dim(C(A") NC(B')) <
dim(C(A) NC(B)), rg(A') < rg(A), rg(B’) <rg(B) et rg(A" | B') <rg(A| B).

Le reste de la section sera dédié a faire la démonstration de ce théoréme.
Pour y arriver, nous aurons besoin de résultats additionnels.

Proposition 5.3. La dégénération est une relation transitive.

Démonstration. Cela découle directement de la définition d’'une dégénération et
de celle de la fermeture. O

Lemme 5.4. Le triplet (r,s,t) est tel que r,sit >0, r+ s+t <dy, r+s < dy
et v+t < ds si et seulement si I, s ;) € Maty, x(ay)ay) (@5 K)-

Démonstration. La direction inverse est triviale.

Supposons (r,s,t) tel que r,s,t >0, r+s+t<dy, r+s<dsetr+t<ds.
Ces conditions entrainent que max(r + s,7 +1t) < r+ s+t < min(dy,ds + d3),
0 <r+s <min(dy,d2) et 0 < r+t < min(dy,ds), ce qui implique qu’il existe
(A | B) € Matg, x[d,]ds)(Q, K) telle que rg(A | B) = r +s+t, 1g(A) =7+ s
et r1g(B) = r + t. Le théoréme 4.10 implique que (A | B) se réduit a [, ;) €
Mat g, x[dy|d5) (@5 K)-

Soit (r,s,t) un triplet d’entiers. Définissons les opérations :

o1(r,s,t) = (r — L,s,t + 1);
02(rys,t) = (r — 1,s + 1,t);
o3(r,s,t) = (r,s — 1,t);
04(rys,t) = (r,s,t — 1).

La proposition suivante est facilement vérifiable.

Proposition 5.5. Soit (r,s,t) tel que r,s;t > 0, r+s+t < dy, r+s <dy et
r 4+t < ds et posons g;(r,s;t) = (r',s',t') pour i € {1,2,3,4}. Alors, (r',s',t') est
tel quer’ +8 +t <dy, v +5 <dyetr +t <ds.
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Lemme 5.6. Soient I, ;4 € Maty, «(4,]d4)(Q, K) eti € {1,2,3,4}. Si 0i(r,s,t) =
(r',s't') est tel que r’,s',t" >0, alors I gy € Maty, y(dy1a5) (@, K) €t I o 17)
est une dégénération de I s y.

Démonstration. Nous ferons la démonstration complete pour ¢ = 1. Ensuite,
puisque les démonstrations des cas suivants sont similaires, seulement les fonc-
tions seront énoncées.

1) Posons p1(r,s,t) = (r',s',t') et considérons la fonction

fi i K — Adi(d2tds)

A 0
A= I .
(r,5,t) (0 [d2+d31>

Par le lemme 5.4 et la proposition 5.5, I(,s & 1y € Maty, «[d,]d5) (@, K)-

L’application f1 étant réguliere, le lemme 2.13 implique qu’elle est continue
et il en suit du lemme 2.11 que, puisque fi1(A) € O(I( ) pour tout

A € K\{0}, alors f1(\) € O(I(;54)) pour A = 0. Le théoréme 3.15 implique

que O(f1(0)) € OI(.54)). Mais, f1(0) € O(I(s g 41y), car

Iroohooggmg
0 I, 0{]0 O O
AO=16 0 olo o L{l: . -
0 0 0|0 O O 00 --- 1
L,y 0 0|L— 0 O O
0O 0 0 0 1 0 0
_ 0 0 0 0 00 O
- 0 I 0f 0 0 0 O
0O 0 0| 0 0 0 I
0O 0 0 0 00 O
qui se réduit, suite a une permutation de lignes et de colonnes du deuxieme
bloc, a
I,y 0 O0|L,—1 O O
0O 0 o0 0O 0 O
O Is 0 0 0 O - I(T’,S’,t’)
0 0 0| 0 0 Iy
0O 0 0 0 O0 O

ce qui entraine, par la proposition 4.9, que f1(0) € O(I(s ¢ 41)) et donc que

O(f1(0)) = O(I( ¢ 1y)- Cela implique que O(I (v o 1)) € O(I(154)) ce qui
est équivalent a I(, ;) <deg (s 1)

Nous présenterons maintenant les fonctions associées aux trois derniers
cas.
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2)
fo: K — Ad(detds)
I, 0 0
A= I(r,s,t) 0 A 0
0 0 Iy y
3)
fa: K — Ad(d2+ds)
I, 0 0
A I(,,757t) 0 A 0
0 0 Id2+d3—7‘—1

4)

fi: K — Adi(d2tds)

Igyid;—1 O
A= I(r,s,t) < 2 03 )\)

Puisque O(f;(0)) € O(I(54)) et O(fi(0)) = O(Iy,(r,s,)) Pour i = 1,2,3,4, nous
avons que I(; 4y <deg Lo, (r,s,t) POUr ¢ = 1,2,3.4. O

Exemple 5.7. Considérons la forme canonique /(1 g 1) de ’exemple 4.13. Puisque
01(1,0,1) = (0,0,2), nous obtenons que

111 0 011 0
I = (0 0 1) <deg (O 0 1) = I(0,0,2)-

Nous pouvons remarquer que les opérations p; sont commutatives. De plus,
puisqu’il est possible d’enchainer ces opérations, nous remarquons que g{*(r,s,t) =
(r —an,s,t + a1), 052(r,s,t) = (r — ag,s — as,t), 05°(r,s,t) = (r,s — as,t) et
04 (r,s,t) = (r,s,t — aq) sont les résultats des opérations de type p; fait a;
fois. I1 en découle que toute séquence peut étre donnée par la composition
9(111 (QSQ(Qg3(QZ4(T,S,t)))), ou ay,a2,as,as > 0.

Une conséquence directe du lemme 5.6 et de la transitivité de la dégénération
(proposition 5.3) est le corollaire suivant.

Corollaire 5.8. Soient I(;, s ;) € Maty, «(a,)a,) (@, K) et i € {1,2,3,4}. Supposons
que 07" (05%(05%(04*(1,5,t)))) = (r',8',t') est tel que v, s',t' > 0. Alors, I o) €
Matdlx[d2|d3](Q, K) et Iy g 41y €st une dégénération de I, ;).

Proposition 5.9. Soient (r,s,t) et (r',s',t') deuz triplets d’entiers non négatifs.
Alors, 07'(05%(05° (04" (r,5,t)))) = (r',s',t") si et seulement sir’ <r,r'+s <r+s,
Pt <r+tetr+5 4+t <r+s+t.
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Démonstration. Supposons que 7" (05 (05° (03 (r,s,t)))) = (r',s',t’). Nous nous
retrouvons alors avec le systéme suivant :

r =Tr—a — a2
s =s+4ay—as. (1)
' =t+a—ay

En regroupant les termes, on obtient

r' 4+ a1+ as =r
"+ +ar+a3 =r+s
'+t +as+ ay =r+t

'+ +t taztays =r+s+t

ce qui implique que 7’ <7, '+ <r+s, 1+t <r+tetr+5 4+t <r+s+t.
Supposons (r/,s',t') tel que ' < r, '+ <r+s, '+t <r+tetr'+5+t' <
T+ s+t et posons

/

r =r—ua
'+ =r+4+s—x9
r+t =r+t—ua3

r'+8+t =r+s+t—ay

pour x1,x2,x3,x4 > 0 et ou x4 est nécessairement égal a zo + x3 — x1. Il est
possible de résoudre le systéme et obtenir

v =r—m

s =s+x—x9.

' =t +x1 — T3
En posant x1 = a; + ag, T2 = a1 + ag et 3 = az + a4, nous obtenons (1) ce qui
implique que 07" (05°(05° (05" (r;5.1)))) = (1',8',t"). O
5.1 Fermeture

Pour étre en mesure de donner toutes les dégénérations de (A | B), nous devrons
trouver la fermeture de 'orbite de (A | B).

Définition 5.10. Soient A une matrice de taille k1 X kg et k£ < min(ky, k2) un
entier positif. Un mineur de A d’ordre k est le déterminant d’une sous-matrice
de A de taille k x k.

Les deux lemmes suivants étant bien connus, leurs démonstrations seront
omises.

Lemme 5.11. Soit A une matrice. Le rang de A est plus petit ou égal a k si
et seulement si tous les mineurs d’ordre k + 1 sont nuls.
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Lemme 5.12. Soient A une matrice et A" une matrice obtenue a partir de A
suite & une opération élémentaire de ligne ou de colonne. Le déterminant de A
est nul si et seulement si le déterminant de A’ est nul.

Définition 5.13. Soit (A | B) € Maty, «(4,)4,) (@, K). Alors, (Cy | Ca) est une
sous-matrice partagée de (A | B) de type ki X [ko|ks] ou k1 < dy, k2 < da et
ks < ds, si (Cy | Ca) est une sous-matrice de (A | B), C; est une sous-matrice
de A et Cy est une sous-matrice de B.

Définition 5.14. Soit (C; | C2) une sous-matrice partagée de (A | B) de type
k x [k|k]. Un mineur partagé de type k x [k|k] est le produit des déterminants
de C7 et de Cs.

La proposition qui suit est une généralisation du lemme 5.12.

Proposition 5.15. Soit (A | B) € Matg, x(4,/d5(Q, K). Si (A" | B') est une
matrice partagée obtenue a partir de (A | B) par des opérations admissibles,
alors tous les mineurs partagés de type k x |[k|k] de (A | B) sont nuls si et
seulement si tous les mineurs partagés de type k x [k|k] de (A" | B") sont nuls.

Démonstration. Les opérations admissibles étant inversibles, nous montrerons
uniquement la suffisance. Soit (C7 | C2) une sous-matrice partagée de (A | B)
de type k x [k|k] et supposons que tous les mineurs partagés de (A | B) de ce
type sont nuls. Supposons aussi que (A’ | B’) a été obtenue a partir de (A | B)
a la suite d’une opération admissible.

Si Popération n’utilisait que les lignes ou les colonnes de (Cy | C2) ou que
I'opération n’utilisait aucune de ces lignes et ces colonnes, alors, nous obtenons
la sous-matrice partagée (C] | C5) de (A’ | B') ou, par le lemme 5.12, det(C7)
sera nul si det(C7) est nul et det(C%) sera nul si det(Cs) est nul.

Si 'opération était la permutation d’une ligne ou la permutation (admissible)
d’une colonne de (C; | C2) avec une ligne ou une colonne qui n’est pas dans
(Cy | C2), alors nous obtenons une sous-matrice partagée (C] | C5) composée de
lignes ou de colonnes différentes. Puisque le mineur partagé de la sous-matrice
partagée de (A | B) composée des mémes lignes et des mémes colonnes que
(C1 | C%) était nul, nous nous retrouvons dans la méme situation qu’au cas
précédent ce qui entraine que le mineur partagé de (C] | C%) sera nul.

Si l'opération est 'ajout d’un multiple d’une ligne ou ’ajout (admissible)
d’un multiple d’une colonne de (C | C3) a une ligne ou une colonne d’une autre
sous-matrice partagée, alors le mineur partagé ne changera pas et donc sera
nul. Supposons le cas alternatif, ot un multiple d’une ligne (respectivement une
colonne) qui n’est pas dans (C; | C3) est ajouté a une ligne (respectivement
une colonne) qui est dans (Cy | C2). Dans un premier temps, nous ferons la
démonstration dans le cas ot un multiple d’une ligne est ajouté. Notons

Li(Cy) | Li(Co) Li(C1) | Li(C2)

Cy | Co) = : : e = : :
(G1c) Li—1(C1) | Ly—1(C2) # (D1 D) Li_1(Ch) | Li—1(Co)

L(C1) | Li(Co) Ly(D1) | Lik(Do)
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pour Li(C1 | C2) # Li(D; | D2). Supposons donc que
Ly(Ch) L1(Cs)
(€11 cy) = ' '

L1 (C) Li1(C)
Li(Ch) + Li(D1) | Lie(C2) + Li(D2)

est la matrice obtenue suite a 'opération. Nous avons deux cas a vérifier : (i) si le
déterminant de C'1 et le déterminant de D¢ sont nuls ou si le déterminant de Cs et
le déterminant de Dy sont nuls et (ii) si le déterminant de C; et le déterminant
de Dy sont nuls ou le déterminant de Cy et le déterminant de D; sont nuls.
Commencons par (i). Sans perte de généralité, assumons que les déterminants
de C; et de D sont nuls. Or, il est possible d’écrire Ly (C1) = Zf:ll AiLi(Ch)
pour A\; € K et nous obtenons

0 1 0 0 L)

= :
oo ol
PYIED VRS VI |

ce qui implique que det(C]) = 1det(D;1) = 0 et donc que le mineur partagé de
(C1 | C%) est nul. Dans le cas de (ii), nous supposerons que le déterminant de
C et le déterminant de Dy sont nuls. Nous montrerons que le déterminant de
D1 ou que le déterminant de Cy sera nécessairement nul, ce qui correspond au
cas précédent. Considérons la sous-matrice partagée de (A | B) de type k x [k|k]
suivante :

Ly(Cy) Ly(Cy)

(E1 | E2) = Lk,;(Cl) Lk,g:(Cg)
Le(Ch) | Li(Cy)
Le(Dy) | Ly(Dy)

Nous savons que le mineur partagé de (E; | F2) est nul. Si le déterminant de Fy
est nul, alors Li(D1) est combinaison linéaire de Li(C4),...,Lx_2(C1),Lx(Ch),
mais, par hypothese, le déterminant de C est nul, ce qui implique que L (Cy) est
une combinaison linéaire de L1(C1),...,Lx—1(C1), ce qui implique que Ly(D1)
est combinaison linéaire de L1(Cy),...,Lr_1(C) et donc le déterminant de D
est nul. De la méme facon, si le déterminant de 5 est nul, alors le déterminant
de C5 est nul.

Finalement, supposons le dernier cas, c’est-a-dire qu’un multiple d’une co-
lonne qui n’est pas dans (C; | C2) est ajouté a une colonne dans (C | C3). Sans
perte de généralité, assumons que le déterminant de C est nul. Si le multiple de
la colonne est ajouté a une colonne de C, nous pouvons faire le méme argument
qu’a la partie (i) précédente. Si le multiple de la colonne est ajouté a une colonne
de (s, alors C] est inchangée et le mineur partagé restera nul. ]
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Proposition 5.16. Soit (A | B) € Matg, y|4,|ay) (@, K). Pour que tous les mi-
neurs partagés de (A | B) de type k x [k|k] soient nuls, il faut et il suffit que la
dimension de l'intersection de l’espace colonne de A et de l’espace colonne de B
soit strictement plus petite que k.

Démonstration. Posons (A’ | B') == I(; 54 la forme canonique de (A | B). Di
aux remarques 4.11 et 4.12, nous savons que dim(C(A4) NC(B)) = dim(C(A") N
C(B')). Suite a la proposition 5.15, nous avons que tous les mineurs partagés de
type k x [k|k] de (A | B) sont nuls si et seulement si tous les mineurs partagés
de type k x [k|k] de (A’ | B’) sont nuls. Nous montrerons donc que tous les
mineurs partagés de type k x [k|k] de (A’ | B’) sont nuls si et seulement si la
dimension de l'intersection de l’espace colonne de A’ et de ’espace colonne de
B’ est strictement plus petite que k.

Par contraposée, supposons dim(C(A’) N C(B’)) > k. Par la remarque 4.11,
onaquer==k+1 pourl >0 et donc que

Ity 0 O Ik O O

/ AN 0 -[5 0 0 0 0
(A B) = 0 0 0 0 0 ;]| (2)

0 0O 0 0 0 O

Considérons la sous-matrice partagée (I | ) formée des k premieres lignes de
(A’ | B'), des k premiéres colonnes de A’ et des k premiéres colonnes de B’. Le
mineur partagé associé & cette sous-matrice partagée est de type k x [k|k| et est
égal & 1, donc non nul.

Encore une fois, par contraposée, supposons qu’il existe un mineur partagé de
type k x [k|k] de (A’ | B") non nul. Cela implique qu’il existe au moins & lignes de
(A’| B') avec un élément non nul dans le bloc A’ et dans le bloc B’. Par définition
de la forme canonique, ces k lignes se trouvent dans les r premieres lignes, ce qui
entraine que k < r et donc, par la remarque 4.11, k < dim(C(A")NC(B’)). O

Proposition 5.17. Soit (A | B) € Matg, [4,(4,](Q, K) et posons

rg(A') < rg(A)
Xap = (A’ | B’) IS Matdlx[dQ‘ds](Q,K) rg(A’ |(§/; i ) Ei)| 5
dim(C(A’) N C(B’)) < dim(C(A)NC(B))

Alors, Xy p est fermé.

Démonstration. Considérons la matrice partagée d’indéterminés X = (X | X2)
ou X1 = (xij)lgigdl;lgjgdg et XQ = (xij)lgigdl;dg—&-lgjgdg—i-dg- Notons R :=
K[z11, .. ,%q, (dy+dy)] 'anneau des polyndmes a di(dz + d3) indéterminés sur
K. 1l en suit que les mineurs et les mineurs partagés de X sont des éléments
de R. Posons F; l'ensemble des mineurs d’ordre rg(A) + 1 de X;, F2 len-
semble des mineurs d’ordre rg(B) + 1 de Xy, F3 ’ensemble des mineurs d’ordre
rg(A | B) +1 de X et F; 'ensemble des mineurs partagés de type k x [k|k] ou
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k =dim(C(A)NC(B))+1 de X. Donc, F1,F2,F3,Fs C R et le lemme 5.11 et la
proposition 5.16 impliquent que :

Z(F1)={(A"| B') € Matq, x[4,/a5) (@, K) | 18(A") < rg(A)},

Z(F2)={(A"| B') € Matq, (4,45} (Q, K) | 1g(B') < rg(B)},

Z(Fs)={(A"| B') € Matq, x(a,1a,)(Q, K) | (A" | B') <rg(A| B)},
Z(Fa)={(A"| B') € Matq, x[a,)a,(Q, K) | dim(C(A)NC(B')) < dim(C(A)NC(B))}

sont des ensembles algébriques. Par la proposition 2.8, Z(F;)NZ(F2) NZ(F3)N
Z(Fy4) est un ensemble algébrique et donc, est fermé. Mais, cet ensemble est
exactement X4 p. ]

Lemme 5.18. Soit (A | B) € Matgy, x(4,1d5) (@, K). Alors, O(A| B) = Xa p.

Démonstration. On remarque que O(A | B) C X4 p et par la proposition 5.17,
X4.p est fermé. Cela implique que O(A | B) C X4 p.

Supposons maintenant (A’ | B') € X4 p. Par le théoreme 4.10, (A’ | B’) se
réduit a I(, g4 et la proposition 5.9 implique que (r',s';t') a été obtenu par
opération 7" (05 (05 (%" (r,5,t)))). Le corollaire 5.8 implique que I(; s ;) <deg
I g 41y, Clest-a-dire O(I(r o pry) C O s1) I(y.s1))- Par la proposition 4.14, on a que
O(lg4y) = OA" | B) et que O(I;54) = O(A | B). 1l en découle que
(A"|B") € O(A| B) et donc X4 5 C O(A | B). O

Exemple 5.19. Reprenons le contexte des exemples 4.6, 4.13 et 5.7. Il suit des
lemmes 4.15 et 5.18 que la fermeture de Porbite de (A | B) est

211 0 11 O alb O
O(ll 3>_O<00 1)‘ U O(oo(:)'
a,b,c€{0,1}

Nous voyons également que le terme de droite est I'union de 23 = 8 orbites. Par
contre, seulement 7 sont distinctes, cara =b=0et ¢ =1 ainsiquea =c=0et
b =1 correspondent a la méme orbite. Par le lemme 4.16, le vecteur-dimension
(2,1,2) admet 2(6+6-3) —1 = 7 orbites. Or, dans ce cas, O(A | B) est composée
de I'union de toutes les orbites possibles.

Rappelons le résultat principal de I’article, qui est le théoréme suivant.

/

Théoréme 5.2. Soient (A | B), (A" | B') € Matg, x[4,145)(Q, K). Alors, (
B') est une dégénération de (A | B) si et seulement si dim(C(A") N C(B'))
dim(C(A) NC(B)), rg(A’) < rg(A), rg(B’) <rg(B) et rg(A" | B') <rg(A | B).

|
<

Nous pouvons désormais en faire la démonstration.

Démonstration. Supposons (A | B) <qeg (A" | B), c'est-a-dire O(A’ | B') C
O(A | B). Par le lemme 5.18, nous avons que O(A | B) = X4 p ce qui implique
que O(A" | B') C X4 p et en particulier que (A’ | B') € X4 . Donc, dim(C(A")N
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C(B")) < dim(C(A) N C(B)), ra(4) < ra(A), ra(B) < ra(B) et ra(A’ | B) <
rg(A | B).

Supposons dim(C(A")NC(B’)) < dim(C(A)NC(B)), rg(A") <rg(A), rg(B’) <
rg(B) et rg(A’ | B") < rg(A | B), ce qui est équivalent, par le théoréme 4.10,
ar <ror'+s <rds, '+t <rttetr 5+ <rds+ton [ gy
est la forme canonique de (A" | B) et I 5 est la forme canonique de (A | B).
Par la proposition 5.9, nous avons que (1’,s",t") = 0" (05 (05> (03" (r,s,t)))) ce qui
entraine, par le corollaire 5.8, que I(; s 1) <deg (/) Ce qui implique, par la
propostion 4.14, que (A | B) <qeg (A" | B'). O

Références

[AD84] S. ABEASIS et A. DEL FRA : Degenerations for the Representations

of an Equioriented Quiver of Type Dy,. Advances in Mathematics,
(52):81-172, 1984.

[AD85] S. ABEASIS et A. DEL FRA : Degenerations for the Representations
of a Quiver of Type Ay,. Journal of Algebra, (93):376-412, 1985.

[ADKS81] S. ABEAsIS, A. DEL FrA et H. KRAFT : The Geometry of Represen-
tations of Ay,. Mathematische Annalen, (256):401-418, 1981.

[Ass21]  Ibrahim ASSEM : Algébre linéaire. Presses internationales Polytech-
nique, 2021.

[Bon95] Klaus BONGARTZ : Degenerations for representations of tame quivers.
Annales scientifiques de I’E.N.S., 28(5):647-668, 1995.

[Gab72] P. GABRIEL : Unzerlegbare Darstellungen I. Manuscripta Math, (6):
71-103, 1972.

[Har77] Robin HARTSHORNE : Algebraic Geometry. Graduate Texts in Ma-
thematics. Springer, 1977.

[Hum?75] James E. HUMPHREYS : Linear Algebraic Groups. Graduate Texts in
Mathematics. Springer, 1975.

[Rie86]  Christine RIEDTMANN : Degenerations for representations of quivers
with relations. Annales scientifiques de I’E.N.S., 19(2):275-301, 1986.

[Royl7] Vincent ROy : Dégénération des représentations des carquois. Ca-
hiers Mathématiques de I’Université de Sherbrooke (CaMUS), (6):69—
79, 2017.

SAMUEL LEBLANC
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES, UNIVERSITE DE SHERBROOKE
Courriel: Samuel .Leblanc6@USherbrooke.ca



	Introduction
	Groupe fondamental
	Crochet de Goldman
	Algèbres et variétés
	Variété de caractères
	Identités de traces
	Variété de caractères GL(2,C)
	Action de groupe de X(g,+-1)
	Isomorphisme avec le produit tensoriel
	Crochets de Poisson
	Crochet de Poisson sur C[X(g,SL(2,C))]
	Crochet de Poisson sur C[X(g,C*)]
	Crochet de Poisson sur C[X(g,GL(2,C))]
	Crochet de Poisson sur le produit tensoriel
	Crochet de Poisson ,GL



	Introduction
	Rappels sur les espaces topologiques
	Variété lisse
	Variété topologique
	Structure lisse
	Théorie de Morse classique
	Fonction de Morse
	Existence d'une fonction de Morse
	Champ vectoriel gradient
	Décomposition en anses
	Conclusion
	Introduction
	Notion préliminaire: Le produit tensoriel
	Les TQFTs en dimension 2
	La structure géométrique des surfaces à bords dans R 3 
	La définition des TQFTs de dimension 2
	La définition axiomatique des TQFTs
	Un exemple de TQFT
	L'espace vectoriel H
	La définition explicite d'une TQFT
	Un résultat original
	Un cas particulier
	Pour aller plus loin...
	Conclusion
	Introduction
	Cohomologie d'un groupe G
	Les suites exactes courtes de groupes
	Les extensions
	Les cocycles et les extensions
	La cohomologie des groupes cycliques
	Conclusion
	Introduction
	Définitions et premiers résultats
	Espace métrique et théorie de la mesure
	Système préservant la mesure et ergodicité
	Théorème ergodique
	Un peu plus de théorie de la mesure et les espaces de Hilbert
	Exemple de système ergodique
	Théorème ergodique moyen de von Neumann
	Théorème maximal ergodique
	Théorème ergodique de Birkhoff
	Début de carrière et formation initiale
	Pourquoi les maths?
	Formation universitaire
	Doctorat à Carleton
	Carrière académique
	Stage postdoctoral
	Poste à l'Université de Sherbrooke
	Retraite
	Plus à propos d'Ibrahim
	Quatre questions de CaMUS
	Introduction
	Topologie
	Représentations de carquois
	Représentations matricielles de carquois
	Action de groupe
	Orbites des représentations de A3
	Dégénérations des représentations de A3
	Fermeture



































