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Résumé Nous proposons une approche élémentaire aux crochets de Poisson
sur certaines variétés de caractères de surfaces. L’outil fondamental est le
crochet de Goldman défini sur les classes d’homotopie libres de courbes sur
une surface.

1 Introduction

La mécanique hamiltonienne, introduite au 19ème siècle par W.R. Hamilton,
est une manière de reformuler les lois de la physique newtonnienne où l’objet
fondamental est la fonction d’énergie totale H, appelée hamiltonien. Notons par
X l’espace des phases, qui est l’espace de toutes les configurations possibles d’un
système physique. Chaque point x ∈ X contient l’information de la position
et de la vitesse de chaque particule dans le système. On appelle une fonction
lisse f : X → R une observable, et on note l’ensemble des observables par
C∞(X). Le hamiltonien H : X → R est donc un exemple d’observable. Un
objet algébrique fondamental, le crochet de Poisson {·,·} : C∞(X) × C∞(X) →
C∞(X), permet d’écrire toutes les équations du mouvement de manière unifiée.
Pour n’importe quelle observable f ∈ C∞(X) qui ne dépend pas explicitement
du temps, l’évolution de la quantité f en fonction du temps est déterminée par
l’équation différentielle

df

dt
= {f,H}. (1)

Plus généralement, une variété de Poisson est une variété X dont l’algèbre
de fonctions réelles C∞(X) est munie d’un crochet de Poisson {·,·}. Un système
dynamique hamiltonien est un système dynamique sur une variété de Poisson
défini par un hamiltonien H et l’équation de Hamilton (1).

Dans son article de 1986 [Gol86], Goldman a défini une structure de variété
de Poisson sur la variété de caractères du groupe fondamental d’une surface vers
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Figure 1 : Le « twist » d’une surface le long d’une courbe simple fermée.

un groupe de Lie. Étant donné une surface topologique Σ et un groupe de Lie
G, la variété de caractères associée est la variété algébrique

χ(Γ,G) := Hom(Γ,G)//G,

où Γ = π1(Σ) et G agit par conjugaison sur Hom(Γ,G). La double barre // repré-
sente le « quotient GIT », un type de quotient spécial qui permet de s’assurer que
le quotient d’une variété algébrique par une action de groupe est toujours une
variété algébrique[Dol03], mais la définition usuelle du quotient sera suffisante
dans cet article.

Le crochet de Poisson sur l’espace des fonctions de la variété des caractères
d’une surface contient beaucoup d’information géométrique. Par exemple, si le
groupe de Lie d’arrivée est le groupe SL(2,R), une des composantes de l’espace
des représentations χ(π1(Σ),SL(2,R)) s’interprète comme l’espace des métriques
hyperboliques sur Σ. Si l’on pose comme hamiltonien H une fonction de lon-
gueur, c’est-à-dire une fonction ℓγ : χ(π1(Σ),SL(2,R)) → R qui associe à une
courbe fermée simple γ sa longueur ℓγ(ρ) dans la métrique associée à ρ, alors le
flot associé est donné par un « twist » le long de γ, une opération qui garde la
longueur de cette courbe invariante et « tourne » une moitié de la surface par
rapport à l’autre (Figure 1).

Dans le même article, Goldman établit une formule pour le crochet de Pois-
son entre deux fonctions de trace, c’est-à-dire des fonctions qui associent à un
homomorphisme ρ la trace de la matrice ρ(γ) pour un γ ∈ Γ fixé. Cette formule
est une somme sur les points d’intersection entre les lacets qui définissent les
fonctions de trace. Cette formule a inspiré la définition d’un crochet de Lie sur
l’espace des classes d’homotopie libres de courbes sur une surface appelé crochet
de Goldman. Ce crochet de Lie est d’intérêt indépendant et a été étudié dans
plusieurs articles récents [Tur91, Cha04, Cha15, CK10].

Dans cet article, nous proposons une approche élémentaire à l’étude des
crochets de Poisson sur les variétés de caractères pour les groupes SL(2,C) et
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GL(2,C) basée sur la définition du crochet de Goldman. Nous utiliserons la
formule de Goldman pour définir un crochet sur les algèbres de fonctions des
variétés de caractères, et démontrerons qu’il s’agit bien d’un crochet de Poisson.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2, on décrira le groupe fon-
damental d’une surface et on abordera les notions d’homotopies et de conjugaison
de courbes sur des surfaces. Ensuite, dans la troisième section, on présentera un
objet central à notre article, soit le crochet de Goldman. Par la suite, la section 4
visera à présenter la notion d’algèbres de fonctions polynomiales sur une variété
algébrique et l’espace vectoriel du produit tensoriel ainsi qu’un lien important
entre ceux-ci donnée par la proposition 4.5. La section 4.1 abordera l’espace
des homomorphismes entre un groupe de présentation fini et certains groupes
algébriques d’intérêt puis les variétés de caractères correspondant à cet espace
d’homomorphisme quotienté par le groupe. La section 4.2 présentera quant à elle
certaines identités de trace se montrant utiles dans des calculs et des démonstra-
tions de cet article. Pour continuer, la cinquième section visera à démontrer deux
théorèmes portant sur des isomorphismes concernant la variété de caractères sur
le groupe GL(2,C) et l’espace des fonctions polynomiales sur cette variété de ca-
ractères. Pour ce faire, la section 5.1 présentera l’action du groupe χ(Γ,{−1,1})
ainsi que la définition d’une algèbre de fonctions G-invariantes. Dans la partie
5.2, on démontrera deux théorèmes importants. Puis la section 6 portera sur
les crochets de Poisson qui ont un lien étroit avec le crochet de Goldman. Les
sections 6.1, 6.2 et 6.3 viseront à montrer que le crochet de Goldman permet de
définir un crochet de Poisson sur trois espaces.

2 Groupe fondamental

Soit X un espace topologique. Dans cet article, la plupart des espaces topolo-
giques que nous étudierons seront des surfaces. Les exemples principaux seront
le tore à un trou et la sphère à trois trous.

Définition 2.1. On appelle lacet sur X toute application continue γ : [0,1] →
X telle que γ(0) = γ(1). Un lacet est donc un chemin fermé sur X. Notons par
L(X,x0) l’ensemble des lacets sur X tels que γ(0) = γ(1) = x0. On dit alors que
γ est basé en x0.

Définition 2.2. Soient γ1, γ2 deux chemins sur X tels que γ1(1) = γ2(0). La
concaténation de γ1 et γ2, notée γ1γ2, est le chemin défini par

(γ1γ2)(t) =

γ1(2t) si t ∈
[
0,12
]

γ2(2t− 1) si t ∈
[

1
2 ,1
]
.

On peut interpréter ceci comme étant le chemin suivant γ1 et ensuite γ2.

Définition 2.3. Deux lacets γ1, γ2 : [0,1] → X basés en x0 sont homotopes s’il
existe une application continue h : [0,1] × [0,1] → X telle que
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x0

(a) Lacets homotopes (b) Lacets librement homotopes

Figure 2 : Les deux notions d’homotopie entre deux lacets

1. h(t,0) = γ1(t) ∀t ∈ [0,1] ;

2. h(t,1) = γ2(t) ∀t ∈ [0,1] ;

3. h(0,s) = h(1,s) = x0 ∀s ∈ [0,1].
Ainsi, deux lacets sont homotopes si on peut déformer l’un de manière continue
à l’autre, et on appelle l’application h une homotopie basée en x0. On dit que
deux lacets respectivement basés en x0 et y0 sont librement homotopes si la
condition 3 est oubliée.
Exemple 2.4. On voit aux figures 2a et 2b respectivement un exemple d’une
paire de lacets homotopes et d’une paire de lacets librement homotopes sur la
sphère à cinq trous.

Définition 2.5. L’ensemble L(X,x0)/ ∼ muni de l’opération de concaténation,
où la relation d’équivalence est celle d’homotopie basée en x0, forme un groupe,
nommé le groupe fondamental de X basé en x0. On le note π1(X,x0).

Si X est connexe par arcs, alors π1(X,x0) ∼= π1(X,y0). Alors on parle simple-
ment de groupe fondamental et on le note simplement π1(X).
Définition 2.6. Deux lacets γ1 et γ2 sont conjugués si ∃ γ ∈ π1(X) tel que
γ1 = γγ2γ

−1 où γ−1 est le lacet γ parcouru dans le sens contraire.
Notons par π l’ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamental

π1(X). La figure 2b peut être interprétée comme montrant deux représentants
d’une classe de conjugaison de π1(X), tel que nous le comprendrons plus tard
dans le théorème 2.8.

Les définitions suivantes vont nous permettre d’étudier les courbes sur des
surfaces plus aisément.
Définition 2.7. Un groupe libre engendré par g générateurs se note Fg =
⟨a1, a2, . . . , ag⟩. Ses éléments sont des mots réduits de l’alphabet

a1, a2, . . . , ag, a
−1
1 , a−1

2 , . . . , a−1
g

et l’opération de groupe est la concaténation. Un mot réduit est un mot ne
contenant pas un générateur et son inverse côte à côte. Par exemple, a2a

−3
9 a−1

4
est un élément de F15.
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a

b

(a) Générateurs du tore à un trou

a b

(b) Générateurs de la sphère à trois trous

Figure 3 : Générateurs sur deux surfaces

Si Σ est une surface orientable avec au moins un bord, alors son groupe
fondamental est libre à n générateurs où n = 2g + b − 1. Ici, g est le genre de
la surface Σ et b est son nombre de bords[Cha15]. Ainsi, comme le tore à un
trou a un bord et un genre et que la sphère à trois trous a trois bords et aucun
genre, leur groupe fondamental est libre. En fait, pour ces deux surfaces, leur
groupe fondamental est F2 = ⟨a,b⟩. Les surfaces avec leurs générateurs a et b
sont présentées à la figure 3.

Théorème 2.8. [Cha15, Corollaire 2.1] Soit Σ une surface connexe. Alors,
il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’homotopie libres des courbes
orientées sur Σ et les éléments de π.

Enfin, on note par Cπ le C-espace vectoriel des combinaisons linéaires d’élé-
ments de π. Par exemple, sur le tore à un trou, (2 + i)ab − 4b−1 + 5ia2b est
un élément de C[π] où ab, b−1 et a2b sont ici des représentants de leur classe de
conjugaison.

3 Crochet de Goldman
Dans cette section, nous définirons un crochet de Lie sur Cπ qui a été défini en
1986 par W. Goldman [Gol86].

Notons qu’à partir d’ici, lorsque nous parlerons d’une courbe γ, le symbole
γ représentera en fait une classe de conjugaison (donc une classe d’homotopie
libre) dans π.

Définition 3.1. Une algèbre de Lie A est un espace vectoriel g sur un corps k
muni d’une opération appelée crochet de Lie [·,·] : g × g → g qui est bilinéaire,
antisymétrique, vérifie que ∀ x ∈ A, [x,x] = 0, et satisfait l’identité de Jacobi,
soit que ∀ x,y,z ∈ A, [x,[y,z]] + [y,[z,x]] + [z,[x,y]] = 0.

Définition 3.2. Le crochet de Goldman orienté est le crochet de Lie [·,·] :
Cπ × Cπ → Cπ défini par

[γ1,γ2] =
∑

pi∈γ1∩γ2

si · (γ1 ·pi γ2).



6 Algèbres de Poisson et courbes sur les surfaces

(a) Un point d’intersection triple entre
trois segments de courbes

(b) Point d’intersection triple trans-
formé en trois points d’intersection
doubles après homotopie

Figure 4 : Points d’intersection triple

(a) Point d’intersection
transversal double

(b) Point où deux courbes
sont tangentes

(c) Le point de tangence
en (b) disparaît après une
homotopie

Figure 5 : Transversalité et tangence

Ici, les pi désignent les points d’intersection doubles transversaux entre des re-
présentants de γ1 et γ2, c’est-à-dire les points d’intersection tels que les courbes
ne sont pas tangentes en ces points et ne passent qu’une fois par ces points,
signifiant qu’il n’y a pas de point correspondant à l’intersection de plus de deux
segments de courbes. Ce dernier fait est toujours possible car on peut appli-
quer une homotopie sur les courbes afin que les points d’intersection entre deux
courbes ne correspondent qu’à l’intersection de deux segments de courbes (par
exemple voir la figure 4 pour transformer un point transversal de triple intersec-
tion en points transversaux de double intersection). Notons qu’on peut toujours
appliquer une homotopie sur γ1 et γ2 pour qu’ils ne contiennent que des points
d’intersection transversaux doubles (voir les figures 4 et 5). Aussi, γ1 ·pi γ2 si-
gnifie la concaténation de γ1 et γ2 au point pi. Enfin, le signe si vaut +1 si
les vecteurs tangents aux chemins γ1 et γ2 en pi forment une base orientée de
l’espace tangent à la surface en pi, et −1 sinon (voir figure 9).

L’espace vectoriel Cπ muni du crochet de Goldman orienté forme une algèbre
de Lie [Gol86].

Exemple 3.3. Calculons le crochet de Goldman orienté sur le tore à un trou
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a

b

p1

(a) Point d’intersection entre les
courbes a et b

(b) Courbe ab résultant de la
concaténation au point d’intersec-
tion

Figure 6 : Crochet de Goldman orienté des courbes a et b sur le tore à un trou

entre les courbes a et b. On obtient que

[a,b] = ab.

Cet exemple est présenté sur la figure 6.

Exemple 3.4. Calculons le crochet de Goldman orienté sur la sphère à trois
trous entre les courbes a2b et ab−1. On trouve que

[a2b,ab−1] = −a2bab−1 + aba2b−1.

Ce résultat se visualise sur la figure 7.

On peut également définir un crochet de Goldman non orienté. On note par
Cπ l’ensemble Cπ/ ∼ où γ ∼ γ−1, et par γ la classe d’équivalence d’un élément
γ ∈ Cπ dans Cπ. Le crochet tel qu’énoncé ci-dessous est alors bien défini et
satisfait aux axiomes d’un crochet de Lie.

Définition 3.5. Le crochet de Goldman non orienté, également noté [·,·] :
Cπ × Cπ → Cπ, est défini comme

[γ1,γ2] =
∑

pi∈γ1∩γ2

si · (γ1 ·pi γ2 − γ1 ·pi γ
−1
2 )

où si est le facteur ±1 désignant l’orientation au point pi entre les représentants
γ1 et γ2.

Muni du crochet de Goldman non-orienté, Cπ est aussi une algèbre de Lie.

Exemple 3.6. Reprenons l’exemple 3.3 mais cette fois-ci pour le calcul du
crochet de Goldman non orienté. On a

[a,b] = ab− ab−1.

La figure 8 présente la courbe supplémentaire ab−1 qui n’était pas présente dans
la figure 6.
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a2b

ab−1

p1

p2

(a) Points d’intersections entre les
courbes a2b et ab−1

(b) Courbe résultante a2bab−1 de la
concaténation au premier point d’inter-
section

(c) Courbe résultante aba2b−1 de la
concaténation au second point d’inter-
section

Figure 7 : Crochet de Goldman orienté des courbes a2b et ab−1 sur la sphère
à trois trous

Figure 8 : Courbe ab−1
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pi

si

γ1

γ2

(a) Point d’intersection entre γ1 et γ2

pi

−si

γ1

γ−1
2

(b) Point d’intersection entre γ1 et γ−1
2

Figure 9 : Un point d’intersection entre γ1 et γ2 ou γ−1
2 et son signe associé

Lemme 3.7. Il existe un représentant de γ−1
2 tel que les points d’intersection

entre γ1 et γ2 sont les mêmes que ceux entre γ1 et γ−1
2 . De plus, le signe si associé

au point d’intersection pi dans le crochet [γ1,γ2] est opposé à celui associé au
terme correspondant dans [γ1,γ

−1
2 ].

Démonstration. Il suffit de considérer le même représentant de la classe de γ2
mais parcouru dans le sens inverse. Comme on peut le constater sur la figure
9, le fait de parcourir γ2 en sens inverse permet de conserver les mêmes points
d’intersection mais modifie l’orientation à ce point.

Théorème 3.8. Soient γ1,γ2 ∈ Cπ. Alors,

[γ1,γ2] = [γ1,γ2] + [γ1,γ
−1
2 ]

Démonstration.

[γ1,γ2] =
∑

pi∈γ1∩γ2

si · (γ1 ·pi γ2 − γ1 ·pi γ
−1
2 )

=
∑

pi∈γ1∩γ2

si · γ1 ·pi γ2 +
∑

pi∈γ1∩γ−1
2

(−si) · γ1 ·pi γ
−1
2 par le lemme 3.7

= [γ1,γ2] + [γ1,γ
−1
2 ] par le lemme 3.7

4 Algèbres et variétés
Définition 4.1. Une algèbre A sur un corps commutatif k, ou k-algèbre, est
une structure algébrique (A,+, ·,×) telle que :

1. (A,+, ·) est un espace vectoriel sur k ;

2. la loi × est définie de A × A dans A (loi de composition interne) ;

3. la loi × est bilinéaire.
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Avant d’aborder le concept de variété de caractères, on doit considérer celui
de variétés algébriques affines. Une variété algébrique affine est un sous-ensemble
de Cn défini par les zéros d’un ou plusieurs polynômes (dans cet article, toutes
les variétés algébriques considérées seront affines). Par exemple, SL(2,C) est une
variété algébrique de C4 étant donné que ce groupe est formé des matrices de la

forme
(
a b
c d

)
satisfaisant l’équation ad− bc− 1 = 0.

Le groupe GL(n,C) peut également être muni de la structure d’une variété
algébrique dans Cn2+1 ∼= Matn×n(C) × C définie par les zéros du polynôme
p(M,z) = det(M) · z − 1. Nous donnons ci-dessous des définitions de géométrie
algébrique qui seront utiles dans cet article (pour plus de détails voir par exemple
[Bum98, Sha13]).

Définition 4.2. Soit V une variété algébrique dans Cn définie par les poly-
nômes p1, . . . ,pr. Son algèbre de fonctions polynomiales, notée C[V ], est l’algèbre
quotient

C[x1, . . . ,xn]/(p1, . . . ,pr)

où (p1, . . . ,pr) est l’idéal engendré par les r polynômes pi.

Une application polynomiale f : V → U entre deux variétés algébriques af-
fines est la restriction d’une application polynômiale entre leurs espaces affines
ambiants. Une application polynomiale induit un homomorphisme f∗ : C[U ] →
C[V ] entre leurs algèbres de fonctions par précomposition. Deux variétés algé-
briques sont isomorphes s’il existe une application polynomiale d’inverse poly-
nomiale entre les deux. Dans ce cas, leurs algèbres de fonctions sont isomorphes.

Définition 4.3. Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif
k. Il existe un espace vectoriel appelé le produit tensoriel de E et F, noté E⊗F ,
et une application bilinéaire ϕ : E × F → E ⊗ F définie par ϕ(x,y) = x ⊗ y et
ayant la propriété universelle suivante : pour tout espace vectoriel G sur k et
pour toute application bilinéaire g : E×F → G, il existe une unique application
linéaire g̃ : E ⊗ F → G telle que g = g̃ ◦ ϕ.

Si E et F sont munis d’une structure d’algèbre, alors E ⊗ F est également
une algèbre lorsque munie du produit (x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2) = (x1x2) ⊗ (y1y2).

Exemple 4.4. Considérons le produit tensoriel de l’espace vectoriel R2 avec

lui-même. Ainsi, un élément
(
a
b

)
⊗
(
c
d

)
de R2 ⊗ R2 peut s’écrire comme suit :

(
a
b

)
⊗
(
c
d

)
= ac

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
+ ad

(
1
0

)
⊗
(

0
1

)
+ bc

(
0
1

)
⊗
(

1
0

)
+ bd

(
0
1

)
⊗
(

0
1

)
.

On en déduit que R2 ⊗ R2 ∼= R4 avec la base donnée par ei ⊗ ej .

Soient V1 ⊂ Cn et V2 ⊂ Cm deux variétés algébriques affines. Alors, leur
produit V1 × V2 est naturellement une variété algébrique affine dans Cn+m.
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Proposition 4.5 ([Bum98, Théorème 4.19]). L’algèbre des fonctions polyno-
miales d’un produit de variétés est donnée par le produit tensoriel :

C[V1 × V2] ∼= C[V1] ⊗ C[V2].

L’isomorphisme est donné par la formule

(f ⊗ g)(u,v) = f(u)g(v).

4.1 Variété de caractères

Définition 4.6. Un groupe de présentation finie Γ est un quotient d’un groupe
libre Fg par un sous-groupe distingué engendré par un nombre fini d’éléments.
On note

Γ = ⟨s1, . . . , sg | r1 = 1, . . . , rn = 1⟩ = ⟨s1, . . . ,sg⟩/⟨r1, . . . , rn⟩,

où rj sont des mots dans les lettres si.

Soit Γ un groupe de présentation finie. L’ensemble des homomorphismes
de Γ vers un groupe algébrique G, noté Hom(Γ,G), est également une variété
algébrique (voir par exemple [Dol03]). Ses éléments sont des homomorphismes
qui sont chacun définis uniquement par l’image des générateurs de Γ. Au cours
de cet article, nous nous concentrerons sur les groupes algébriques suivants :
SL(2,C),GL(2,C) et GL(1,C).

On définit la variété de caractères de Γ vers G par χ(Γ,G) := Hom(Γ,G)/G,
c’est-à-dire que deux homomorphismes ρ et ρ′ sont en relation si et seulement si
il existe un élément g ∈ G tel que ρ(γ) = gρ′(γ)g−1, ∀γ ∈ Γ.

Définition 4.7. Soit γ ∈ Γ un élément quelconque et G un groupe algébrique
de matrices. On définit les fonctions trγ , detγ : χ(Γ,G) → C par trγ(ρ) = tr(ρ(γ))
et detγ(ρ) = det(ρ(γ)).

Pour Γ = F2 et G = SL(2,C), la variété de caractères a une description
particulièrement simple donnée par le théorème suivant :

Théorème 4.8 ([Gol09]). En tant que variétés algébriques, χ(F2,SL(2,C)) ∼=
C3. L’isomorphisme est donné par l’application ϕ : χ(F2,SL(2,C)) → C3 définie
par ϕ(ρ) = (tra(ρ),trb(ρ),trab(ρ))t.

Théorème 4.9. En tant que variétés algébriques, χ(F2,GL(2,C)) ∼= C3 ×
(C∗)2/ ∼ (voir par exemple [FL12]). On peut utiliser les coordonnées x =
tra, y = trb, z = trab, u = deta et v = detb. Dans ce cas, la relation d’équivalence
∼ est donnée par :

(x,y,z,u,v) ∼ (−x,y,− z,− u,v) ∼ (x,− y,− z,u,− v) ∼ (−x,− y,z,− u,− v).

Plus généralement, on a le théorème suivant.

Théorème 4.10 ([DCP17]). Les algèbres des fonctions polynomiales sur les
variétés de caractères χ(Γ,SL(n,C)) et χ(Γ,GL(n,C)) sont engendrées par l’en-
semble des fonctions de trace trγ.
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4.2 Identités de traces

Le théorème 4.10 présente l’importance que prennent les fonctions de trace.
Ainsi, présentons ici quelques identités et formules de traces de matrices qui
nous serons utiles.

Rappelons d’abord que la fonction de trace est invariante par conjugaison,
c’est-à-dire que tr(MAM−1) = tr(A). De plus, ∀ A,B ∈ Matn×n(C), on a que
tr(AB) = tr(BA).

Théorème 4.11 (Théorème de Cayley-Hamilton). Soit A ∈ Matn×n(C) et soit
p(X) = Xn + cn−1X

n−1 + . . .+ c1X + c0, ci ∈ C, son polynôme caractéristique.
Alors, p(A) = 0n×n.

Au cours de cet article, nous nous intéresserons principalement aux matrices
carrées de dimension deux. Nous considérerons surtout les deux groupes de ma-
trices suivants, dont le premier est inclus dans le second : SL(2,C) = {A ∈
Mat2×2(C) | det(A) = 1} et GL(2,C) = {A ∈ Mat2×2(C) | det(A) ̸= 0}. Ces
groupes sont appelés respectivement le groupe spécial linéaire et le groupe gé-
néral linéaire. De plus, nous utiliserons le groupe GL(1,C) ∼= C∗.

Corollaire 4.12. Soit A ∈ Mat2×2(C). Alors, A2 − tr(A)A+ det(A)I = 0.

Démonstration. Le polynôme caractéristique de A est donné par :

p(λ) = det(A− λI) =
∣∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc

= λ2 − tr(A)λ+ det(A)I.

Ainsi, par le théorème 4.11, on a la conclusion souhaitée.

Le corollaire 4.12 permet alors de prouver le résultat suivant.

Théorème 4.13 (Identité de base). Soient A,B ∈ GL(2,C). Alors,

tr(A)tr(B) = tr(AB) + det(A)tr(A−1B).

Démonstration. À partir du corollaire 4.12, on a

0 = A2 − tr(A)A+ det(A)I
= (BA−1)(A2 − tr(A)A+ det(A)I)
= BA− tr(A)B + det(A)BA−1

⇒ 0 = tr(BA) − tr(A)tr(B) + det(A)tr(BA−1)

d’où tr(A)tr(B) = tr(AB) + det(A)tr(A−1B).

Cette identité permet de simplifier les calculs de traces et sera amplement
utilisée plus tard dans des preuves.

Voici un exemple d’une autre identité pouvant être déduite du corollaire 4.12.
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Exemple 4.14.

A2 − tr(A)A+ det(A)I = 0 ⇒ (A2 − tr(A)A+ det(A)I)B = 0 ·B
⇒ A2B − tr(A)AB + det(A)B = 0
⇒ tr(A2B) − tr(A)tr(AB) + det(A)tr(B) = tr(0)
⇒ tr(A2B) = tr(A)tr(AB) − det(A)tr(B)

Remarquons que lorsqu’on travaille avec des matrices de SL(2,C), les identi-
tés sont largement simplifiées car les déterminants valent un.

5 Variété de caractères GL(2,C)
Le but de cette section est d’établir un lien entre les variétés de caractères dans
les groupes SL(2,C), C∗, {−1,1} et GL(2,C). Nous allons d’abord montrer le
théorème qui suit :

Théorème 5.1. Soit Γ = π1(Σ) le groupe fondamental d’une surface. Alors,

χ(Γ,GL(2,C)) ∼= (χ(Γ,SL(2,C)) × χ(Γ,C∗))/χ(Γ,{−1,1}).

Nous en déduirons ensuite le théorème suivant :

Théorème 5.2. Soit Γ = π1(Σ) le groupe fondamental d’une surface. Alors,

C[χ(Γ,GL(2,C))] ∼= (C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1}).

Les prochaines sous-sections vont fournir les outils permettant de démontrer
ces théorèmes.

5.1 Action de groupe de χ(Γ,{−1,1})
L’intuition derrière le théorème 5.1 vient du fait qu’une matrice de GL(2,C)
peut s’écrire comme une matrice de SL(2,C) multipliée par la racine de son dé-
terminant, car pour M une matrice 2×2 et k un scalaire, det(kM) = k2det(M).
Cependant, comme il y a deux choix de racines pour le déterminant, on doit
d’abord aborder les homomorphismes de Γ vers le groupe multiplicatif {−1,1},
noté Hom(Γ,{−1,1}). Cet ensemble est en fait un groupe multiplicatif pour l’opé-
ration (a ∗ b)(w) = a(w) ∗ b(w).

On peut prouver aisément que Hom(Γ,{−1,1}) ∼= χ(Γ,{−1,1}) puisque pour
β ∈ Hom(Γ,{−1,1}) et w ∈ Γ, (zβz−1)(w) = zβ(w)z−1 = zz−1β(w) = β(w) ∀z ∈
C∗. Ainsi, chaque classe d’équivalence de χ(Γ,{−1,1}) ne contient qu’un seul re-
présentant.

On souhaite étudier l’action du groupe χ(F2,{−1,1}) sur les variétés χ(F2,C∗),
χ(F2,SL(2,C)) et χ(F2,C∗) × χ(F2,SL(2,C)). Pour ce faire, définissons d’abord
ce qu’est une action de groupe à gauche.

Définition 5.3. Soit G un groupe et X un ensemble. Alors, l’opérateur ⋆ :
G×X → X est une action de groupe à gauche sur X si :
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1. g1 ⋆ (g2 ⋆ x) = (g1g2) ⋆ x ∀ g1,g2 ∈ G,∀ x ∈ X ;

2. e ⋆ x = x ∀ x ∈ X, où e est l’élément neutre de G.

On dit que G agit sur X.

Il y a plusieurs manières de définir des actions de groupes à partir d’actions
connues.

• Si G agit sur un ensemble S, alors il agit aussi sur n’importe quel ensemble
de fonctions Fon(S,T ), pour T un ensemble quelconque. L’action est définie
par (β ⋆f)(s) := f(β−1 ⋆s). Par exemple, si G agit sur une variété V , alors
il agit également sur son algèbre de fonctions polynomiales C[V ].

• Si G agit sur deux ensembles S et T , alors G agit sur leur produit S × T
par β ⋆ (s,t) := (β ⋆ s, β ⋆ t).

• Si G agit sur les ensembles S et T , alors G agit sur C[S]⊗C[T ] par l’action
β ⋆ (f ⊗ g) = β ⋆ f ⊗ β ⋆ g.

Définition 5.4. Si G agit sur X, alors le quotient X/G est l’ensemble des
classes d’équivalences X/ ∼, où x ∼ y ⇐⇒ ∃ g ∈ G tel que x = g ⋆ y.

Soit G un groupe fini agissant sur une variété algébrique V par automor-
phismes polynomiaux. Alors, le quotient V/G est également muni d’une struc-
ture de variété algébrique naturelle [Sha13, p. 30 exemple 11]. Son algèbre de
fonctions polynomiales est l’algèbre des invariants :

Proposition 5.5. Notons par C[V ]G l’algèbre des fonctions G-invariantes sur
V , c’est-à-dire des fonctions polynomiales f ∈ C[V ] telles que f(gx) = f(x)
pour tout g ∈ G. Alors,

C[V/G] ∼= C[V ]G.

Nous souhaitons maintenant définir une action du groupe χ(Γ,{−1,1}) sur
χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)). Pour ce faire, nous aurons besoin des deux lemmes
suivants. On définit β ⋆ σ(w) := β(w)σ(w) pour β ∈ Hom(Γ,{−1,1}) et σ ∈
Hom(Γ,SL(2,C)).

Lemme 5.6. Soient β ∈ Hom(Γ,{−1,1}) et σ ∈ Hom(Γ,SL(2,C)). Alors, β⋆σ ∈
Hom(Γ,SL(2,C)).

Démonstration.
Montrons que β ⋆ σ est bien un homomorphisme. Soient w1,w2 ∈ Γ. Alors,

(β ⋆ σ)(w1w2) = β(w1w2)σ(w1w2) = β(w1)β(w2)σ(w1)σ(w2)
= β(w1)σ(w1)β(w2)σ(w2) = (β ⋆ σ)(w1)(β ⋆ σ)(w2).

Cela découle de la commutativité des éléments de {−1,1} avec eux-mêmes et
les matrices. Ensuite, puisque si A ∈ SL(2,C), alors −A ∈ SL(2,C), on a que
β ⋆ σ(w) = β(w)σ(w) ∈ SL(2,C). Ainsi, β ⋆ σ ∈ Hom(Γ,SL(2,C)). Cela est
équivalent à dire que βσ ∈ Hom(Γ,SL(2,C)).
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Lemme 5.7. L’application ⋆ : χ(Γ,{−1,1}) × χ(Γ,SL(2,C)) → χ(Γ,SL(2,C)),
telle que (β,σ) 7→ β ⋆ σ = βσ, est bien définie.

Démonstration.
On veut montrer que β ⋆ σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)). Soit HσH−1 un autre représentant
de la classe d’équivalence de σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)), où H ∈ SL(2,C). Alors, ∀ w ∈ Γ,
β ⋆ (HσH−1)(w) = β(w)Hσ(w)H−1 = Hβ(w)σ(w)H−1 = H(β ⋆σ)(w)H−1.

Par un raisonnement similaire, on peut montrer que β ⋆ η ∈ χ(Γ,C∗). Ainsi,
l’application ⋆ est bien définie pour χ(Γ,SL(2,C)) et χ(Γ,C∗). De plus, par un
calcul de routine, on peut prouver qu’elle définit en fait une action de groupe sur
ces deux espaces. On peut donc également faire agir χ(Γ,{−1,1}) sur le produit
d’algèbres χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)) en agissant sur chacun des facteurs.

5.2 Isomorphisme avec le produit tensoriel

Lemme 5.8. Soit Γ = π1(Σ) et η : Γ → C∗ un homomorphisme. Alors, il
existe une racine carrée de η, c’est-à-dire un homomorphisme √

η : Γ → C∗ tel
que √

η2 = η.

Démonstration. Si Σ est à bord non vide, alors son groupe fondamental est libre
à g générateurs a1, . . . ,ag. On choisit arbitrairement une racine carrée

√
η(ai)

pour i = 1, . . . ,g et ce choix s’étend uniquement en un homomorphisme √
η :

Γ → C∗.
Si Σ est une surface fermée, alors son groupe fondamental a la présentation

suivante :
⟨a1, . . . ,ag, b1, . . . , bg | [a1,b1] . . . [ag,bg]⟩,

où [g,h] = ghg−1h−1. Encore une fois, en choisissant arbitrairement une racine
carrée √

ai,
√
bi on obtient un homomorphisme puisque

√
η(ai)

√
η(bi)

√
η(ai)

−1√
η(bi)

−1
= 1.

On peut maintenant démontrer le théorème 5.1.

Démonstration du théorème 5.1.
Considérons l’application

ψ : (χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1}) → χ(Γ,GL(2,C)), (η,σ) 7→ ησ.

Montrons d’abord qu’elle est bien définie.
Soient w ∈ Γ, η, η1 ∈ χ(Γ,C∗) et σ, σ1 ∈ Hom(Γ,SL(2,C)).
Alors,

(η,σ) ∼ (η1,σ1) ⇐⇒ ∃ β ∈ χ(Γ,{−1,1}) et N ∈ SL(2,C)
tels que (η,σ) = (β ⋆ η1,β ⋆ Nσ1N

−1).
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Ainsi,

ησ(w) = η(w)σ(w)
= β(w)η1(w)β(w)Nσ1(w)N−1

= β(w)2η1(w)Nσ1(w)N−1

= Nη1(w)σ1(w)N−1

et comme SL(2,C) ⊆ GL(2,C), on a que N ∈ GL(2,C), donc ησ ∼ η1σ1 et ainsi
ψ est bien définie.
Également, ψ est un homomorphisme :

ψ((η,σ))(w1w2) = (ησ)(w1w2) = η(w1w2)σ(w1w2) = η(w1)η(w2)σ(w1)σ(w2)
= η(w1)σ(w1)η(w2)σ(w2) = ψ((η,σ))(w1)ψ((η,σ))(w2).

Montrons maintenant l’injectivité de ψ. On a

ψ((η,σ)) ∼ ψ((η1,σ1))
⇐⇒ ∃ M ∈ GL(2,C) t.q ψ((η,σ)) ≡ Mψ((η1,σ1))M−1

⇐⇒ ψ((η,σ))(w) = Mψ((η1,σ1))(w)M−1, ∀ w ∈ Γ
⇒ ησ(w) = Mη1σ1(w)M−1, ∀ w ∈ Γ
⇒ η(w)σ(w) = Mη1(w)σ1(w)M−1, ∀ w ∈ Γ

⇒

 η(w)
η1(w) 0

0 η(w)
η1(w)

 = σ−1(w)Mσ1(w)M−1, ∀ w ∈ Γ.

En prenant le déterminant de chaque côté, on déduit l’équation suivante :

det

η1(w)
η(w) 0
0 η1(w)

η(w)

 = det(σ−1(w)Mσ1(w)M−1) = 1, ∀ w ∈ Γ

⇒ η1(w)2

η(w)2 = 1, ∀ w ∈ Γ

⇒ η1(w)2 = η(w)2, ∀ w ∈ Γ

⇒ η1(w) = ϵ(w)η(w), ∀ w ∈ Γ et où ϵ = η1
η

∈ χ(Γ,{−1,1}).

Ainsi, de l’équation η(w)σ(w) = Mη1(w)σ1(w)M−1, on obtient en choisissant
une racine carrée

√
det(M) de det(M) que

η(w)σ(w) = M(ϵ(w)η(w))σ1(w)M−1, ∀ w ∈ Γ
⇒ σ(w) = ϵ(w)Mσ1(w)M−1, ∀ w ∈ Γ

= ϵ(w)
√

det(M) M√
det(M)

σ1(w)
√

det(M)
−1 M−1√

det(M)−1 , ∀ w ∈ Γ

= ϵ(w)Nσ1(w)N−1, où N = M√
det(M)

∈ SL(2,C).
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Ainsi, l’homomorphisme ϵ est tel que (η,σ) = (ϵ ⋆ η1,ϵ ⋆ Nσ1N
−1), i.e (η,σ) ∼

(η1,σ1). Ceci implique donc que ψ est bien injective.
Finalement, démontrons sa surjectivité. Soit ρ ∈ χ(Γ,GL(2,C)) et choisissons une
racine carrée de l’homomorphisme det ◦ρ, qui existe par le lemme 5.8. Posons

(η,σ) =
(√

det(ρ), ρ√
det(ρ)

)
∈ (χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1}).

Alors, ψ(η,σ)(w) = ησ(w) =
√

det(ρ(w)) ρ(w)√
det(ρ(w))

= ρ(w), ∀ w ∈ Γ et donc ψ
est surjective.

On peut donc déduire le théorème 5.2 avec la justification suivante.

Démonstration du théorème 5.2.
Comme (χ(Γ,C∗)×χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1}) ∼= χ(Γ,GL(2,C)) par le théorème
5.1, on a donc que les algèbres de fonctions polynomiales sur ces variétés de
caractères sont isomorphes, c’est-à-dire que

C[χ(Γ,GL(2,C))] ∼= C[(χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1})].

On déduit ainsi des propositions 4.5 et 5.5 que

C[χ(Γ,GL(2,C))] ∼= C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1}).

6 Crochets de Poisson
Nous allons maintenant définir l’outil principal sur lequel porte notre article :
le crochet de Poisson sur l’algèbre des fonctions d’une variété de caractères. On
doit d’abord définir ce qu’est une algèbre de Poisson.

Définition 6.1. Une algèbre de Poisson P est une algèbre munie d’un crochet
de Poisson, noté {·,·}, qui est un crochet de Lie satisfaisant de plus la règle de
Leibniz, c’est-à-dire que {f × g,h} = f × {g,h} + g × {f,h}, ∀ f, g, h ∈ P .

En général, dans cet article, le crochet de Poisson est l’application {·,·} :
C[V ] × C[V ] → C[V ], où V est une variété algébrique. Une façon de le définir
est la suivante : {f,g} = ⟨∇f × ∇g,H⟩, où H est une fonction compatible avec
le produit scalaire et ∇ désigne la fonction du gradient qui est bien définie sur
les algèbres de fonctions polynomiales C[V ]. On notera que le vecteur H change
dépendamment de la surface sur laquelle on travaille. Le but de cet article est
de prouver qu’en définissant une nouvelle application de C[V ] ×C[V ] dans C[V ]
à l’aide du crochet de Goldman, cette définition satisfera les propriétés d’un
crochet de Poisson. Nous nous intéresserons notamment aux crochets de Poisson
sur C[χ(Γ,SL(2,C))], C[χ(Γ,C∗)] et C[χ(Γ,GL(2,C))].

Nous présentons ici les définitions usuelles des crochets de Poisson sur les
trois espaces mentionnés précédemment. Dans les sections 6.1, 6.2 et 6.3, nous
montrerons que le crochet de Goldman permet de définir des crochets de Poisson
sur ces algèbres.
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Définition 6.2. Le crochet de Poisson

{·,·} : C[χ(F2,SL(2,C))] × C[χ(F2,SL(2,C))] → C[χ(F2,SL(2,C))]

est défini ainsi :

{tru,trv} = ⟨∇tru × ∇trv, H⟩ =
∣∣∣∇tru ∇trv H

∣∣∣
où × désigne le produit vectoriel usuel dans C3. Comme χ(F2,SL(2,C)) ∼= C3,
tru et trv peuvent être vues comme des fonctions de C3 vers C. Par exemple,
sur le tore à un trou, H(x,y,z) = (2x− yz, 2y−xz, 2z−xy)t, où x = tra(σ), y =
trb(σ),z = trab(σ).

Exemple 6.3. Calculons le crochet de Poisson entre les fonctions tra2 et trb
sur le tore à un trou dans C[χ(F2,SL(2,C))] × C[χ(F2,SL(2,C))].
Soit σ ∈ χ(F2,SL(2,C)). Par la définition 6.2, on a :

{tra2 ,trb} = {tr2
a − 2,trb} par application du théorème 4.13

= {x2 − 2,y}

=

∣∣∣∣∣∣∣
2x 0 2x− yz
0 1 2y − xz
0 0 2z − xy

∣∣∣∣∣∣∣
= 2x(2z − xy)
= 4xz − 2x2y.

Définition 6.4. Le crochet de Poisson

{·,·} : C[χ(F2,GL(2,C))] × C[χ(F2,GL(2,C))] → C[χ(F2,GL(2,C))]

est défini par
{tru,trv} = ⟨∇tru × ∇trv, H⟩.

On définit ici le produit vectoriel dans C5 par
r × s = (v1,2, v1,3,v1,4,v1,5,v2,3,v2,4,v2,5,v3,4,v3,5,v4,5)t, où vi,j = risj − rjsi.
On sait par le théorème 4.9 que χ(F2,GL(2,C)) ∼= C3 × (C∗)2/ ∼. Pour le tore à
un trou,

H(x,y,z,u,v) = (z,−yu+ xz, 0, xv, xv − yz,−yu, 0,−zu, zv, 2uv)t.

Définition 6.5. Le crochet de Poisson

{·,·} : C[χ(F2,GL(1,C))] × C[χ(F2,GL(1,C))] → C[χ(F2,GL(1,C))]

est défini par
{tru,trv} = ⟨∇tru × ∇trv, H⟩.

Pour le tore à un trou, H = ( 1
x ,

1
y ,

1
z )t, où x = tra, y = trb et z = tra−1b−1 .
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Nous arrivons maintenant au théorème principal qui motive cet article. Il
permettra de définir de nouveaux crochets sur C[χ(Γ,C∗)], C[χ(Γ,SL(2,C))] et
C[χ(Γ,GL(2,C))] et de démontrer que ce sont des crochet de Poisson qui font de
nos espaces des algèbres de Poisson.

Théorème 6.6. [Gol86]

1. Soit V = χ(Γ,SL(2,C)). Alors,

tr[u,v] = {tru,trv}.

2. Soit V = χ(Γ,GL(n,C)), n ∈ N∗. Alors,

tr[u,v] = {tru,trv}.

Exemple 6.7. On peut vérifier le théorème 6.6 sur l’exemple 6.3. En effet, le
crochet de Goldman non orienté entre les courbes a2 et b est :

[a2,b] = 2(a2b− a2b−1).

Ainsi,

tr[a2,b] = 2tra2b−a2b−1

= 2(tra2b − tra2b−1)
= 2(tra2b − (tra2trb − tra2b))
= 2(2tra2b − trb(tr2

a − 2))
= 4tratrab − 4trb − 2trbtr2

a + 4trb
= 4tratrab − 2trbtr2

a

= 4xz − 2x2y.

On a donc bien {tra2 ,trb} = tr[a2,b].

À priori, il n’est pas clair que la trace du crochet de Goldman est un crochet
de Poisson pour ces différents espaces. C’est ce que nous démontrerons dans ce
qui suit.

6.1 Crochet de Poisson sur C[χ(Γ,SL(2,C))]
En s’inspirant du théorème 6.6, on souhaite démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.8. Soit Γ = π1(Σ) le groupe fondamental d’une surface. Alors,
l’application

{·,·}SL : C[χ(Γ,SL(2,C))] × C[χ(Γ,SL(2,C))] → C[χ(Γ,SL(2,C))]

définie par
{tru,trv}SL := tr[u,v]

et étendue par linéarité est un crochet de Poisson.
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x0

a

b1

b2

c1

c2

p

Figure 10 : Séparation des courbes ab (ou ba) et c par un point d’intersection
entre b (en rouge) et c (en bleu)

Grâce à l’identité de matrices dans SL(2,C) suivante :

tr(A)tr(B) = tr(AB) + tr(A−1B),

on déduit que l’algèbre C[χ(Γ,SL(2,C))] est engendrée en tant qu’espace vectoriel
par les fonctions de traces. Ainsi, {·,·}SL est bien définie.

Avant de présenter la démonstration du théorème 6.8, nous présentons une
proposition et un lemme.
Lemme 6.9. Soient b,c ∈ π1(Σ,x0) et p ∈ b ∩ c un point d’intersection. Alors,
∃ g ∈ π1(Σ,x0) tel que ∀ a ∈ π1(Σ,x0), ab·pc ∼ bagcg−1. En particulier, si a = id,
alors b ·p c ∼ bgcg−1. De même, ∃ h ∈ π1(Σ,x0) tel que ∀ a ∈ π1(Σ,x0), ba ·p c ∼
bahch−1 et b ·p c ∼ bhch−1.

Démonstration. L’idée de la preuve peut se visualiser sur la figure 10. On a que
le point p sépare les courbes b et c en deux segments, le premier reliant x0 et p
en suivant la courbe b ou c puis le second reliant p et x0 en suivant la courbe b
ou c. On notera ces segments pour b et c respectivement b1 et b2 et c1 et c2. On
a donc que b1b2 = b et c1c2 = c. Ainsi,

ab ·p c ∼ b1(b2ab1c2c1)b−1
1 = bab1c2c1b

−1
1 = bab1c2c1c2c

−1
2 b−1

1 = bagcg−1

où g = b1c2. De plus,

b ·p c ∼ b1(b2b1c2c1)b−1
1 = bb1c2c1c2c

−1
2 b−1

1 = bgcb−1.

L’idée de la preuve pour ba ·p c est similaire et laissée au lecteur.

Lemme 6.10. Soient u,v,w ∈ π1(Σ) = Γ. Choisissons des représentants de u,v
et w de sorte qu’il n’y ait pas d’intersection triple (Figure 4).
Si p est un point d’intersection entre les courbes u et w, alors

truv·pw + truv−1·pw = trvtru·pw.

Si q est un point d’intersection entre v et w, alors

truv·qw + truv−1·qw = trutrv·qw.
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Démonstration. Pour p un point d’intersection entre u et w, on peut écrire
uv ·p w = uvzwz−1, u ·p w = uzwz−1 et uv−1 ·p w = uv−1zwz−1 pour z ∈ Γ par
le lemme 6.9. Ainsi, soit σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)) tel que σ(u) = U, σ(v) = V, σ(w) =
W et σ(z) = Z. Alors, σ(uv ·p w) = UV ZWZ−1, σ(u ·p w) = UZWZ−1 et
σ(uv−1 ·p w) = UV −1ZWZ−1. On a donc

tr(σ(uv ·p w)) + tr(σ(uv−1 ·p w)) = tr(UV ZWZ−1) + tr(UV −1ZWZ−1)
= tr(V ZWZ−1U) + tr(V −1ZWZ−1U)
= tr(V )tr(ZWZ−1U)
= tr(V )tr(UZWZ−1)
= tr(σ(v))tr(σ(u ·p w)).

De façon similaire, on prouve la seconde équation pour q un point d’intersection
entre v et w.
On peut maintenant prouver que la fonction définie au théorème 6.8 est un
crochet de Poisson.

Démonstration du théorème 6.8. Soient tru, trv, trw ∈ C[χ(Γ,SL(2,C))]. Alors,
∃ U, V,W ∈ SL(2,C) tels que tru(σ) = U , trv(σ) = V et trw(σ) = W pour
σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)). Démontrons que notre crochet satisfait les quatre propriétés
d’un crochet de Poisson.

1. La bilinéarité est satisfaite par définition.

2. Antisymétrie :
{tru,trv}SL = tr[u,v] = tr−[v,u] = −tr[v,u] = −{trv,tru}SL.

3. Règle de Leibniz
Soit σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)). En utilisant le représentant de v−1 qui a la même
image que v mais parcourue en sens inverse, les points d’intersection entre
uv et w sont les mêmes que ceux entre uv−1 et w. On peut également sup-
poser que u, v et w n’ont pas de point d’intersection commun. On obtient

{trutrv,trw}SL(σ) = {truv+uv−1 ,trw}SL(σ)
= tr(σ([uv + uv−1,w]))
= tr(σ([uv,w]) + [uv−1,w]))

= tr

 ∑
pi∈uv∩w

si · σ(uv ·pi w − uv ·pi w
−1)


+ tr

 ∑
pi∈uv−1∩w

ri · σ(uv−1 ·pi w − uv−1 ·pi w
−1)


=

∑
pi∈uv∩w

si ·
(
tr(σ(uv ·pi w)) − tr(σ(uv ·pi w

−1))
)

+
∑

pi∈uv−1∩w
ri · (tr(σ(uv−1 ·pi w)) − tr(σ(uv−1 ·pi w

−1)))
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Séparons les points d’intersection pi de uv∩w en deux ensembles disjoints
{p1j} et {p2k} contenant respectivement les points d’intersection entre u
(et u−1) et w et entre v (et v−1) et w. Les signes si et ri satisfont si = ri
si pi ∈ u ∩ w et si = −ri si pi ∈ v ∩ w par le lemme 3.7. En notant s1j et
s2k les signes aux points d’intersection p1j et p2k, on obtient donc,

{trutrv,trw}SL(σ) =
∑

p1j∈u∩w
s1j · (tr(σ(uv ·p1j w) − tr(σ(uv ·p1j w

−1))

− tr(σ(uv−1 ·p1j w)) + tr(σ(uv−1 ·p1j w
−1)))

+
∑

p2k∈v∩w
s2k · (tr(σ(uv ·p2k

w)) − tr(σ(uv ·p2k
w−1))

− tr(σ(uv−1 ·p2k
w)) + tr(σ(uv−1 ·p2k

w−1))).

Considérons maintenant la première somme. Par le lemme 6.10, on a que∑
p1j∈u∩w

s1j
(
tr(σ(uv ·p1j w)) − tr(σ(uv ·p1j w

−1))

+tr(σ(uv−1 ·p1j w)) − tr(σ(uv−1 ·p1j w
−1))

)
= trv(σ)

∑
p1j∈u∩w

s1j
(
tr(σ(u ·p1j w)) − tr(σ(u ·p1j w

−1))
)

= trvtr[u,w](σ) = trv{tru,trw}SL(σ).

De même, on montre que∑
p2k∈v∩w

s2k
(
tr(σ(uv ·p2k

w)) − tr(σ(uv ·p2k
w−1))

+tr(σ(uv−1 ·p2k
w)) − tr(σ(uv−1 ·p2k

w−1))
)

= trutr[v,w](σ) = tru{trv,trw}SL(σ).

Ainsi, on a bien que {trutrv,trw}SL = tru{trv,trw}SL + trv{tru,trw}SL.

4. Identité de Jacobi

{tru,{trv,trw}SL}SL + {trv,{trw,tru}SL}SL + {trw,{tru,trv}SL}SL

= {tru,tr[v,w]}SL + {trv,tr[w,u]}SL + {trw,tr[u,v]}SL

= tr[u,[v,w]] + tr[v,[w,u]] + tr[w,[u,v]]

= tr[u,[v,w]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v]]

= 0

car le crochet de Goldman non-orienté satisfait l’identité de Jacobi.

Ainsi, {·,·}SL est bel et bien un crochet de Poisson.
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Grâce à ce résultat, on peut montrer que cette nouvelle définition du crochet
de Poisson pour C[χ(F2,SL(2,C))] pour le tore à un trou est équivalente à celle
donnée par la définition 6.2.

Théorème 6.11. Soient u,v ∈ F2. Alors, pour le tore à un trou, les deux
crochets de Poisson

{tru,trv} =
∣∣∣∇tru ∇trv H(x,y,z)

∣∣∣ ,
où H(x,y,z) = (2x− yz, 2y − xz, 2z − xy)t, et

{tru,trv}SL = tr[u,v]

sont égaux. On note ici que x = tra, y = trb et z = trab.

Démonstration. Comme x, y et z engendrent C[χ(F2,SL(2,C))] (théorème 4.8), il
suffit de montrer que les deux crochets {·,·} et {·,·}SL prennent les mêmes valeurs
sur les paires de générateurs (x,y), (y,z) et (x,z). En effet, si deux crochets de
Poisson sont égaux sur leurs générateurs, alors ils sont identiquement égaux
(grâce à la règle de Leibniz). On montre ici la vérification de l’égalité pour la
paire (x,y). Les calculs pour les deux autres couples sont laissés en exercices.
D’une part,

{x,y} =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2x− yz
0 1 2y − xz
0 0 2z − xy

∣∣∣∣∣∣∣ = 2z − xy

et, d’autre part,

{x,y}SL = tr[a,b] = trab−b−1a = trab − (tratrb − trab) = 2z − xy.

Ainsi, {·,·} = {·,·}SL pour le tore à un trou. Ceci est équivalent à tr[v,w] =
{trv,trw}.

6.2 Crochet de Poisson sur C[χ(Γ,C∗)]

Dans le même ordre d’idées que dans la section 6.1, on veut démontrer le théo-
rème suivant.

Théorème 6.12. L’application {·,·}C∗ : C[χ(Γ,C∗)]×C[χ(Γ,C∗)] → C[χ(Γ,C∗)]
définie par

{tru,trv}C∗ := tr[u,v]

et étendue par linéarité est un crochet de Poisson.

Remarquons que puisque tr(η(u)) = η(u) pour η ∈ χ(Γ,C∗), la définition
appliquée à η peut se réécrire comme {tru,trv}C∗(η) = η([u,v]).

Nous énonçons maintenant un lemme qui nous aidera à démontrer ce théo-
rème.
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Lemme 6.13. Soit η ∈ χ(Γ,C∗) et u,v ∈ Γ. Alors,

η([u,v]) =
∑

pi∈u∩v
si · η(uv).

Démonstration.
D’abord, on remarque que η(w1)η(w2) = η(w2)η(w1), ∀ w1,w2 ∈ Γ puisque
η(w1), η(w2) ∈ C∗. Ainsi, par le lemme 6.9, ∃ wi ∈ Γ tel qu’on a

η(u ·i v) = η(uwivw−1
i ) = η(u)η(wi)η(v)η(w−1

i ) = η(u)η(v).

Par abus de notation, nous noterons maintenant ·pi par ·i. Par conséquent, on
obtient que

η([u,v]) = η

 ∑
pi∈u∩v

si · (u ·i v)

 =
∑

pi∈u∩v
si · η(u ·i v) =

∑
pi∈u∩v

si · η(uv).

On peut maintenant démontrer le théorème 6.12.

Démonstration du théorème 6.12.
Montrons que {·,·}C∗ satisfait les quatre axiomes d’un crochet de Poisson.

1. Bilinéarité : On a cette propriété par définition de notre crochet.

2. Antisymétrie : Elle découle directement de l’antisymétrie du crochet de
Goldman.

3. Règle de Leibniz : Soit η ∈ χ(Γ,C∗). Notons d’abord que

{η(u)η(v),η(w)}C∗ = {η(uv),η(w)}C∗

puisque η est un homomorphisme. On veut ainsi montrer que

{η(u)η(v),η(w)}C∗ = η(u){η(v),η(w)}C∗ + η(v){η(u),η(w)}C∗

⇐⇒ η([uv,w]) = η(u)η([v,w]) + η(v)η([u,w])

Or, par le lemme 6.13, cela est équivalent à montrer que∑
pi∈uv∩w

si · η(uvw) = η(u)
∑

qj∈v∩w
sj · η(vw) + η(v)

∑
rk∈u∩w

sk · η(uw)

⇐⇒
∑

pi∈uv∩w
si · η(uvw) =

∑
qj∈v∩w

sj · η(uvw) +
∑

rk∈u∩w
sk · η(uvw)

et cette dernière égalité est vraie car les points d’intersection pi des courbes
uv et w peuvent se séparer en deux ensembles disjoints {qj |qj ∈ v ∩ w}
et {rk|rk ∈ u ∩ w} pour de bons représentants. De plus, chaque signe si
correspond à un signe sj ou un signe sk selon l’ensemble auquel appartient
pi.
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4. Identité de Jacobi :

{tru,{trv,trw}C∗}C∗ + {trv,{trw,tru}C∗}C∗ + {trw,{tru,trv}C∗}C∗

= tr[u,[v,w]] + tr[v,[w,u]] + tr[w,[u,v]]

= tr[u,[v,w]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v]]

= tr0, car le crochet de Goldman satisfait l’identité de Jacobi
= 0.

Ainsi, on a défini un crochet de Poisson {,}C∗ sur l’algèbre de fonctions
polynomiales C[χ(Γ,C∗)], ce qui en fait une algèbre de Poisson.

6.3 Crochet de Poisson sur C[χ(Γ,GL(2,C))]
On veut maintenant démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.14. L’application

{·,·}GL : C[χ(Γ,GL(2,C))] × C[χ(Γ,GL(2,C))] → C[χ(Γ,GL(2,C))]

définie par
{tru,trv}GL := tr[u,v]

est un crochet de Poisson.

Comme on a montré au théorème 5.2 que

(C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1}) ∼= C[χ(Γ,GL(2,C))],

commençons par montrer qu’on peut définir un crochet de Poisson sur l’espace
C[χ(Γ,C∗)] ⊗C[χ(Γ,SL(2,C))]χ(Γ,{−1,1}) dans le but d’étudier la relation entre le
crochet de Poisson sur cet algèbre et l’application définie au théorème 6.14 sur
l’algèbre C[χ(Γ,GL(2,C))].

6.3.1 Crochet de Poisson sur le produit tensoriel

Dans cette section, nous montrerons que (C[χ(Γ,C∗)]⊗C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1})

est une algèbre de Poisson. D’abord, considérons la proposition suivante :

Proposition 6.15. Si A et B sont deux algèbres de Poisson, alors A⊗B l’est
aussi, avec le crochet bilinéaire défini par :

{a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2}A⊗B := {a1,a2}A ⊗ b1b2 + a1a2 ⊗ {b1,b2}B

sur les tenseurs simples.

Démonstration. Rappelons que le produit tensoriel de deux algèbres est égale-
ment une algèbre (définition 4.3). Il reste donc à montrer que les quatre axiomes
d’un crochet de Poisson sont satisfaits.
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1. La bilinéarité suit de la définition.

2. Antisymétrie :

{a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2}A⊗B = {a1,a2}A ⊗ b1b2 + a1a2 ⊗ {b1,b2}B
= −{a2,a1}A ⊗ b1b2 + a1a2 ⊗ −{b2,b1}B
= −({a2, a1}A ⊗ b2b1 + a2a1 ⊗ {b2,b1}B)
= −{a2 ⊗ b2, a1 ⊗ b1}A⊗B

3. Règle de Leibniz :

{(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2), a3 ⊗ b3}A⊗B

= {a1a2 ⊗ b1b2, a3 ⊗ b3}A⊗B

= {a1a2,a3}A ⊗ (b1b2)b3 + (a1a2)a3 ⊗ {b1b2,b3}B
= (a1{a2,a3}A + a2{a1,a3}A) ⊗ b1b2b3

+ a1a2a3 ⊗ (b1{b2,b3}B + b2{b1,b3}B)
= (a1 ⊗ b1)({a2,a3}A ⊗ b2b3 + a2a3 ⊗ {b2,b3}B)

+ (a2 ⊗ b2)({a1,a3}A ⊗ b1b3 + a1a3 ⊗ {b1,b3}B)
= {a1 ⊗ b1,a3 ⊗ b3}A⊗B(a2 ⊗ b2) + (a1 ⊗ b1){a2 ⊗ b2,a3 ⊗ b3}A⊗B

4. Identité de Jacobi : Cette partie de la preuve est laissée au plaisir du
lecteur.

Les quatre propriétés sont donc vérifiées et on a bien qur A⊗B est une algèbre
de Poisson.

Dans les sections 6.2 et 6.1, on a montré que C[χ(Γ,C∗)] et C[χ(Γ,SL(2,C))]
sont des algèbres de Poisson avec respectivement {tru,trv}C∗ = tr[u,v] ainsi que
{tru,trv}SL = tr[u,v] pour crochets de Poisson. Ainsi, par la proposition 6.15, on
peut faire de l’algèbre O = C[χ(Γ,C∗)]⊗C[χ(Γ,SL(2,C))] une algèbre de Poisson
en définissant sur celle-ci le crochet de Poisson suivant : {·,·}⊗ : O ×O → O tel
que

{tru ⊗ trv, trw ⊗ trx}⊗ = 1
2 ({tru,trw}C∗ ⊗ trvtrx + trutrw ⊗ {trv,trx}SL) .

Le facteur 1
2 ne change pas le fait que la définition ci-dessus reste un crochet de

Poisson. Nous verrons plus tard l’importance de ce facteur.

Définition 6.16. Une application de Poisson entre deux algèbres de Poisson
A et B est une application linéaire T : A → B qui préserve les crochets :
T{a1,a2} = {T (a1),T (a2)}.

Rappelons que nous avons défini un isomorphisme

(χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C))/χ(Γ,{−1,1}) ∼= χ(Γ,GL(2,C))
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grâce à l’application

ψ : (χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1}) → χ(Γ,GL(2,C))

définie par ψ((η,σ)) = ησ (Section 5.2). Or, on sait que si f : X → Y est un
isomorphisme, alors l’isomorphisme entre C[X] et C[Y ] est f∗ : C[Y ] → C[X]
défini sur une fonction polynomiale q ∈ C[Y ] par f∗q(x) = q(f(x)). Ainsi, on a
l’isomorphisme

ψ∗ : C[χ(Γ,GL(2,C))] → C[(χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1})]

tel que
(ψ∗q)(η,σ) 7→ q(ψ(η,σ)) = q(ησ),

où η ∈ χ(Γ,C∗) et σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)). Or, on sait par les propositions 4.5 et 5.5
que l’algèbre

(C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1})

est isomorphe à l’algèbre

C[(χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1})].

En utilisant cet isomorphisme, un élément du produit tensoriel définit une fonc-
tion sur une paire d’homomorphismes par la formule

(f ⊗ g)(η,σ) 7→ f(η)g(σ).

Dorénavant, on identifiera implicitement ces deux espaces de fonctions en éva-
luant un élément du produit tensoriel sur une paire (η,ρ) sans mentionner
l’isomorphisme. Nous voulons vérifier que cet isomorphisme envoie l’applica-
tion {·,·}GL au crochet de Poisson {·,·}⊗. Puisque l’algèbre C[χ(Γ,GL(2,C))] est
engendrée par l’ensemble {tru | u ∈ Γ} (Théorème 4.10), on veut donc définir
ψ∗ sur ces fonctions. On a que

(ψ∗tru)(η,σ) = tru(ψ(η,σ)) = tru(ησ) = tru(η)tru(σ).

Avec l’isomorphisme vers (C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1}), le résultat
est envoyé vers (tru ⊗ tru)(η,σ).

Définition 6.17. On définit l’isomorphisme

ψ∗ : C[χ(Γ,GL(2,C))] → (C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1})

par
(ψ∗tru) = tru ⊗ tru.

On écrira par abus de notation que

(ψ∗tru)(η,σ) = (tru ⊗ tru)(η,σ) = η(u)tru(σ).



28 Algèbres de Poisson et courbes sur les surfaces

6.3.2 Crochet de Poisson {,}GL

Nous sommes maintenant prêts à prouver que le crochet {,}GL défini par

{tru,trv}GL := tr[u,v]

est bien un crochet de Poisson. Pour ce faire, nous vérifierons que

ψ∗{tru,trv}GL = {ψ∗tru,ψ∗trv}⊗.

Puisqu’on sait déjà que {,}⊗ satisfait la règle de Leibniz, on déduira que {,}GL
aussi. Avant d’y arriver, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.18. Soit σ ∈ χ(Γ,SL(2,C)) et u,v ∈ Γ. Alors,

tr[u,v]+[u,v−1](σ) = (2tr[u,v] −
∑

pi∈u∩v
si · trutrv)(σ).

Démonstration.
Notons d’abord qu’on peut écrire l’identité tr(U)tr(V ) = tr(UV )+tr(UV −1)

de SL(2,C) comme

tr(U)tr(WVW−1) = tr(UWVW−1) + tr(UWV −1W−1),

où W ∈ SL(2,C), en raison de l’invariance de la trace par la conjugaison. Ainsi,
en utilisant notamment le lemme 3.7, on a le calcul suivant :

tr(σ([u,v])) + tr(σ([u,v−1]))

= tr

σ
 ∑
pi∈u∩v

si · (u ·i v)

+ tr

σ
 ∑
pi∈u∩v−1

(−si) · (u ·i v−1)


= tr

σ
 ∑
pi∈u∩v

si · (uwivw−1
i )

− tr

σ
 ∑
pi∈u∩v−1

si · (uwiv−1w−1
i )


=

∑
pi∈u∩v

si · (tr(σ(uwivw−1
i )) − tr(σ(uwiv−1w−1

i )))

=
∑

pi∈u∩v
si · (tr(σ(uwivw−1

i )) − (tr(σ(u))tr(σ(wivw−1
i )) − tr(σ(uwivw−1

i ))))

=
∑

pi∈u∩v
si · (2tr(σ(uwivw−1

i )) − tr(σ(u))tr(σ(v)))

= 2tr(σ([u,v])) −
∑

pi∈u∩v
si · tr(σ(u))tr(σ(v)).

Théorème 6.19. L’application ψ∗ satisfait

ψ∗{tru,trv}GL = {ψ∗tru, ψ∗trv}⊗,

pour tout u,v ∈ Γ.
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Démonstration. Soient (η,σ) ∈ χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)). Alors,

{ψ∗tru,ψ∗trv}⊗(η,σ)
= {tru ⊗ tru,trv ⊗ trv}⊗(η,σ)

= 1
2({tru,trv}C∗ ⊗ trutrv + trutrv ⊗ {tru,trv}SL)(η,σ)

= 1
2(tr[u,v] ⊗ trutrv + trutrv ⊗ tr[u,v])(η,σ)

= 1
2(tr[u,v] ⊗ trutrv + trutrv ⊗ tr[u,v]+[u,v−1])(η,σ), par le théorème 3.8,

en notant à la dernière étape que trγ = trγ−1 pour une fonction de trace de
C[χ(Γ,SL(2,C))]. On a alors, par le lemme 6.18, que

{ψ∗tru,ψ∗trv}⊗(η,σ)

= 1
2(tr[u,v] ⊗ trutrv + trutrv ⊗ (2tr[u,v] −

∑
pi∈u∩v

si · trutrv))(η,σ).

En passant dans C[(χ(Γ,C∗) × χ(Γ,SL(2,C)))/χ(Γ,{−1,1})], on obtient

{ψ∗tru,ψ∗trv}⊗(η,σ)

= 1
2(η([u,v])tru(σ)trv(σ) + η(uv)(2tr[u,v](σ) −

∑
pi∈u∩v

si · tru(σ)trv(σ)))

= 1
2(tru(σ)trv(σ)

∑
pi∈u∩v

si · η(uv) + η(uv)(2tr[u,v](σ) −
∑

pi∈u∩v
si · tru(σ)trv(σ))),

par le lemme 6.13
= η(uv)tr[u,v](σ).

Ainsi, par la proposition 6.9, on a

{ψ∗tru,ψ∗trv}⊗(η,σ) = η(uwivw−1
i )

 ∑
pi∈u∩v

si · tr(σ(uwivw−1
i )


=

∑
pi∈u∩v

si · (η(uwivw−1
i )tr(σ(uwivw−1

i )))

=
∑

pi∈u∩v
si · tr(ησ(uwivw−1

i ))

= tr(ησ([u,v]))
= ψ∗tr[u,v](η,σ)

Nous déduisons de ce théorème le corollaire qui suit :

Corollaire 6.20. La sous-algèbre des invariants

(C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1})

est une sous-algèbre de Poisson de C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))].
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Démonstration. Grâce à l’isomorphisme du théorème 5.2 et au fait que les traces
engendrent les algèbres de fonctions des variétés de caractères (théorème 4.10),
on déduit que les fonctions de trace engendrent

(C[χ(Γ,C∗)] ⊗ C[χ(Γ,SL(2,C))])χ(Γ,{−1,1}).

De plus, la formule du théorème 6.19 démontre que le crochet de deux fonctions
de trace s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions de trace, et est
donc encore dans la sous-algèbre des invariants.

Finalement, on déduit que le crochet {·,·}GL est un crochet de Poisson de
la manière suivante : il est envoyé au crochet {·,·}⊗ par l’isomorphisme ψ∗, et
ce dernier satisfait la règle de Leibniz. Ceci force {·,·}GL à satisfaire la règle de
Leibniz, qui était le seul axiome à vérifier.

Nous pouvons ainsi interpréter le théorème 6.19 comme disant que l’appli-
cation ψ∗ est un isomorphisme d’algèbres de Poisson.
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