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RESUME  L’objectif de cet article est de présenter la théorie de Morse clas-
sique ainsi que les notions de topologie différentielle nécessaires a sa compré-
hension. Des exemples seront notamment présentés de méme que des références
vers des sujets connexes.

1 Introduction

La topologie est une branche des mathématiques étudiant, entre autres, les pro-
priétés invariantes, par exemple la dimension, d’objets géométriques abstraits
(espaces topologiques) sous un homéomorphisme (déformation continue et bijec-
tive). La topologie différentielle est un cas particulier ou les espaces topologiques
sont des variétés lisses, par exemple les spheres munies d’une correspondance
avec un espace euclidien, soumises a un difféomorphisme (homéomorphisme dif-
férentiable). La topologie différentielle est reliée de pres a la géométrie différen-
tielle, laquelle étudie les propriétés géométriques des variétés lisses, par exemple
les distances. Ces théories se complétent pour former une théorie géométrique
des variétés lisses, incluant notamment 1’étude des comportements des flots sur
les variétés lisses, nommée théorie des systemes dynamiques lisses et détaillée
dans [BDM17].

La théorie sous-jacente de topologie différentielle présentée dans cet article,
la théorie de Morse classique, se développe durant la premiere moitié du ving-
tieme siecle, principalement par le mathématicien Harold Calvin Marston Morse
[Bot80]). Elle étudie la topologie d’une variété lisse en analysant une fonction
lisse (dite de Morse) définie sur celle-ci. Une des principales applications de la
théorie de Morse est la décomposition en anses d’une variété. D’autres applica-
tions, par exemple en robotique, sont détaillées au chapitre 3 de [N*11]. De plus,
vers la fin du vingtiéme siecle, le mathématicien Robin Forman développe un
analogue combinatoire de la théorie de Morse classique, nommée la théorie de
Morse discrete. Celle-ci étudie la topologie de complexes simpliciaux, des objets
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constitués de sommets, d’arétes et de triangles, plutdt que de variétés lisses !.
La modélisation de surfaces est un exemple d’applications de la théorie de Morse
discrete, tel que mentionné dans [LLT04].

Le présent article vise a introduire la topologie différentielle par le biais de
la théorie de Morse classique, en quatre étapes. D’abord, a la section 2, nous
présentons quelques notions topologiques préliminaires ([NI14]), puis a la section
3, nous définissons une variété lisse ainsi qu’une fonction lisse définie sur celle-ci
([Leel3]). Ensuite nous présentons les grandes lignes de la théorie de Morse a la
section 4, avant de terminer, & la section 5, en présentant la décomposition en
anses d'une variété lisse ([Mat02]).

2 Rappels sur les espaces topologiques

Tout d’abord, rappelons quelques définitions élémentaires de topologie afin de
comprendre ce que signifie « I’étude des propriétés invariantes d’espaces topolo-
giques sous un homéomorphisme ». Les définitions sont tirées de [NI14].

Définition 2.1. (X, 7) est un espace topologique si X, un ensemble, et 7, une
collection de sous-ensembles de X appelés ouverts, satisfont :

1.0, Xer

2. U; e Vi = UU@ET

3. U, U e = UlﬂUQET

Définition 2.2. Soit un espace topologique (X, 7) et un élément = € X. Toute
partie de X contenant un ouvert contenant x est un voisinage de x. L’ensemble
des voisinages de € X est noté v(z).

Définition 2.3. Une base pour la topologie de (X, 7), notée B, est une fa-
mille d’ouverts, ou tout ouvert de X s’écrit comme réunion d’intersections finies
d’éléments de B.

Définition 2.4. Une fonction f : X — X’ est continue sur X si pour tout
a € X, nous avons que V' € v(f(a)) implique que f~1(V’) € v(a).

Remarque 2.5. Si f : X — X’ est continue et ' C X’ est fermé, alors X ~
fHF) = f~YX' \ F) est ouvert, donc f~1(F) est fermé.

Définition 2.6. Un homéomorphisme est une bijection f : X — X' telle que f
et f~! soient continues. S'il existe une telle application entre (X, 7) et (X',7'),
ces epaces sont homéomorphes.

Définition 2.7. Un invariant topologique est une propriété d’un espace topo-
logique qui ne change pas sous 'application d’un homéomorphisme.

Woir T’article CaMUS, volume 7, de D. Desjardins Cété sur le sujet.
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Définissons a présent deux des principales propriétés topologiques, soit le fait
d’étre séparé ainsi que la compacité.

Plusieurs axiomes de séparation existent, mais le plus fréquemment men-
tionné est la séparation 7 (dite de Hausdorff).

Définition 2.8. Un espace topologique (X, 7) est de Hausdorff si Vz,y € X
distincts, AV € v(x) et AW € v(y) tels que VW = (.

Enfin, la compacité, rencontrée en analyse réelle sous le théoreme de Heine-
Borel-Lebesgue, est définie plus généralement comme suit :

Définition 2.9. Un espace topologique est compact s’il est de Hausdorff et si,
de toute famille d’ouverts dont 'union est égale a X (recouvrement ouvert), on
peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Théoreme 2.10. Soit X et Y espaces topologiques de Hausdorff. Si X est
compact et s’il existe une fonction continue f : X — Y, alors alors f(X) est
aussi compact dans Y .

Consolidons cette section en présentant un espace topologique particulier, le
quotient. Les définitions qui suivent proviennent de I'appendice A de [Leel3].

Définition 2.11. Soit X, un espace topologique, Y, un ensembleet 7 : X — Y,
une application surjective et continue. La topologie du quotient sur Y déterminée
par 7w est définie en déclarant U C Y comme étant ouvert si et seulement si
71 (U) C X est ouvert. Dans ce cas, 7 : X — Y est dite application quotient.

Définition 2.12. Un sous-ensemble U C X est dit saturé selon 7 : X — Y si
U =7"1(n(U)), c’est-a-dire 'l est la préimage entiere de son image par 7.

Théoréme 2.13. Soit m : X — Y une application quotient et B un espace
topologique. Alors :

1. F:Y — B est continue < Fom: X — B est continue.

2. La topologie du quotient est la seule topologie dans laquelle le point précé-
dent est vrat.

3. K CY est fermé <= 7 1(U) C X est fermé.
4. Sim est injective, alors il s’agit d’un homéomorphisme.

5. SiU C X est soit ouvert ou fermé et saturé, alors la restriction 7r|U U —
m(U) est une application quotient.

6. Toute composition de w avec une application quotient est une application
quotient.
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3 Variété lisse

Les définitions de la section précédente nous permettent désormais de définir
I’'objet mathématique sur lequel se base notre étude, la variété lisse. La théorie
de cette section s’inspire des deux premiers chapitres de [Leel3]. Nous procédons
en deux temps : 'objet topologique, puis sa structure lisse.

3.1 Variété topologique

Définition 3.1. M est une variété de dimension m (ou m-variété) si :
1. M est un espace topologique
2. M est de Hausdorff
3. Il existe une base dénombrable pour la topologie de M

4. Tout point p € M a un voisinage homéomorphe a un ouvert de R™

Remarque 3.2. Le point 4 donne 'existence, pour tout p € M, d’un homéomor-
phisme ¢ : U — U', ou U C M et U’ C R™ sont des ouverts et p € U.

Une m-variété topologique avec bords se définit similairement comme suit :

Définition 3.3. Une m-variété topologique avec bords est une m-variété to-
pologique ou tout point p € M a un voisinage homéomorphe ou bien a un
sous-ensemble ouvert de R™, ou bien a un sous-ensemble ouvert de H"*, ou H™
est le demi-espace supérieur fermé défini par :

H™ = {(z1, ..., zm) € R™|zy, > 0}.

A partir de la remarque 3.2, nous pouvons définir une carte locale (coordinate
chart, [Leel3]) pour une m-variété M.

Définition 3.4. Une carte locale sur M est une paire (U, ¢), ou U est un ouvert
de M et ¢ : U — U’ est un homéomorphisme entre U et U’ = ¢(U) C R™ (voir
figure 3.1). L’ensemble U est un domaine local (coordinate domain, [Leel3]) et
lapplication ¢ est une application de coordonnées (coordinate map, [Leel3]).

~

FI1GURE 1 : Carte locale
Les coordonnées locales de p sur U sont ¢(p) = (z1(p), ..., tm(p)). Si ¢(p) = 0,
la carte locale est centrée en p. Sinon, il est possible d’obtenir une nouvelle carte
locale centrée en p en y soustrayant le vecteur constant ¢(p).
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3.2 Structure lisse

La théorie de Morse porte sur I’analyse d’une fonction lisse sur une variété lisse.
Afin de rendre possible le calcul différentiel sur une variété, celle-ci doit étre
munie d’une structure additionnelle. Le but de cette sous-section est de définir
cette structure. Pour ce faire, plusieurs définitions seront présentées pour une
m-variété M et une application de coordonnées ¢ : U — U’ C R™.

Définition 3.5. Soit des ouverts U C R™ et V' C R"™. Une application F :
U — V est lisse si chacune de ses fonctions composantes a des dérivées partielles
continues peu importe l'ordre. Si de plus F' est bijective et F'~! est lisse, alors
F est un difféomorphisme (cas particulier d’homéomorphisme).

Définition 3.6. Une fonction f : M — R est lisse en un point p € M s’il existe
une carte locale (U, ¢) autour de p € M telle que f o ¢! soit lisse. La fonction
f est lisse sur M si elle est lisse en tout point Vp € M.

Définition 3.7. Si (U, ¢) et (V, 1) sont deux cartes locales pour une m-variété
M telles que UV # 0, la composition ot : ¢(UNV) — (UNV) est dite
application de transition de ¢ & 1 (transition map, [Leel3]).

Remarque 3.8. Une application de transition est un homéomorphisme, puisqu’il
s’agit d’une composition d’homéomorphismes (remarque 3.2).

Définition 3.9. Deux cartes locales (U, ¢) et (V,1) sont dites compatibles
(smoothly compatible, [Leel3]) si ou bien UV = (), ou bien I'application de
transition ¢ o ¢! est un difféomorphisme.

Définition 3.10. Un atlas lisse sur M, noté A, est une collection de cartes
locales (Uj, ¢;) dont les domaines U; recouvrent M et dans laquelle n’importe
quelles deux cartes locales sont compatibles, puis il est maximal s’il ne peut étre
contenu dans un plus grand atlas.

Définition 3.11. Une variété lisse est une paire (M, .A), o M est une variété
topologique et A est un atlas maximal lisse sur M.

Voyons quelques exemples.

Exemple 3.12. Les espaces euclidiens R™ sont les variétés lisses les plus
simples. Elles admettent (R™, Idgm) comme seule carte locale.

Exemple 3.13. Le graphe d’une fonction lisse f : U € R” — R est le sous-
ensemble de R" x R¥ défini par T'(f) = {(z,y) € R x R¥|z € U,y = f(x)} avec
la topologie du sous-espace de R™ x RF. Soit 7y : R” x R¥ — R”, la projection
(continue) sur le premier terme, et soit ¢ : I'(f) — U telle que ¢(x,y) = =,
la restriction de m & I'(f). ¢ est une application continue, car il s’agit de la
restriction d’une application continue 7;. De plus, ¢ est un homéomorphisme,
puisque son inverse s’écrit explicitement par ¢~ (x) = (z, f(x)). Ainsi, T'(f) est
une variété topologique de dimension n ainsi qu’une variété lisse avec comme
seule carte locale (I'(f), ¢).
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Ensuite, les m-sphéres sont d’autres exemples communs de variétés.

Exemple 3.14. Toute n-sphere unitaire S™ peut étre munie de la topologie du
sous-espace de R"*1. Pour qu’elle soit une variété topologique il ne reste qu’a
définir un ensemble de cartes locales. La structure standard consiste d’abord a
prendre 2(n + 1) cartes locales dont les voisinages sont chaque coté de chaque
axe, c’est-a-dire U;" = {(z1, ..., pt1) € R"Ha; > 0} et U, = {(21, ..., Znt1) €
R™"*1|z; < 0}. Ensuite, soit f : B" — R définie par f(u) = /1 — [u[? de sorte
que chaque U;FHS” soit le graphe de z; = f(21, ..., Ti—1, Tit1, -, Tn+1) €t similai-
rement, chaque U;” N'S™ soit celui de z; = — f(21, ..., Ti—1, Tit1, ..., Tny1). Ainsi,
chaque sous-ensemble UZ-i NS™ est localement euclidien de dimension n grace aux
homéomorphismes (de graphe, comme dans ’exemple 3.13) <Z>;t : Ul-jE NS™ — B
donnés par (b;t(xl,...,xn_i'_l) = (Z1, .., Ti—1, Tit1, -, Tn+1). En d’autres mots,
chaque point p € S” est dans le domaine d’au moins une carte locale, faisant de
S™ une variété topologique.

Sa structure lisse nécessite toutefois des détails additionnels. Soit (U, )
les cartes locales (de graphes) définies plus haut. Pour n’importe quels indices
distincts ¢ < j, application de transition se calcule explicitement :

¢Zi o (qﬁf)*l(ul, oy Up) = (UL ooy U1, Wig 1y weey /1 — \u]Qj, cesy Uy ). Lindice
J signifie que le terme +1/1 — |u|? est & la j© position. Lorsque i = j, (ﬁt o
(¢)~" = Idgn. Ainsi, la collection {(U,¢F)} de cartes locales est un atlas
lisse et donc définit une structure lisse pour S™, faisant de celle-ci une variété
lisse de dimension n.

Voici d’ailleurs plus explicitement un exemple de structure lisse pour la 2-
sphere.

Exemple 3.15. Considérons la 2-sphére S? = {(z,y,2) € R3|z2 +y2 +22 = 1},
une 2-variété dont la structure lisse standard se définit par six cartes locales dont
les voisinages sont :

. UF={(z,y,2) € Rz > 0} e Uy ={(2,9,2) e R¥z < 0}
. Uf ={(z.y,2) €R3ly > 0} « Uy ={(zy,2) e Ry <0}
e Uf ={(z,y,2) € R%z >0} « Uo ={(z,y,2) e R%z2 < 0}

En particulier, considérons les cartes locales (UF,¢F), ou ¢} (x,y,2) =
_ 1 N
(z,y) et ¢ (z,9,2) = (2,y). Alors 67 (2,y) = (z,y, f(z,y)) et 7 (z,y) =

(xay7 _f($>y))a avec f(x7y) = m

Cet exemple sera détaillé davantage tout au long de I'article, jusqu’a la der-
niere section lorsque nous discuterons de sa décomposition en anses.

A cet effet, présentons similairement la structure lisse des espaces projectifs
réels RP™.

Exemple 3.16. RP™ est ’ensemble de toutes les droites passant par ’origine
dans R™*1 avec la topologie du quotient déterminée par la projection naturelle
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7 : R* 1\ {0} — RP™ qui envoie chaque x € R"*1\ {0} au sous-espace engendré
par x, noté [z] = m(x) € RP™.

Soit U; € R™ 1\ {0}, 'ensemble ot x; # 0, soit U; = 7(U;) € RP™, un
ouvert par le théoréme 2.13 (car U; est un ouvert saturé), soit 7| g, U, — U,
une application quotient et soit ¢; : U; — R™ donnée par ¢;([z1,...,Znt1]) =
(3L, z;—’il, 3&;—?, - m%l) L’application ¢; est bien définie, car sa valeur reste
inchangée lorsque x est multiplié par un scalaire non nul, puis par le théoreme
2.13, ¢; est continue, puisque ¢; o 7 l'est.

De plus, ¢; est un homéomorphisme, puisque son inverse est continu et s’ex-
prime explicitement par qbi_l(ul, oy Up) = (U1, ey Ui, 1, U, ..oy up]. Puisque les
ouverts U; pour i = 1,....m + 1 recouvrent RP™, celui-ci est localement eu-
clidien. Sans détailler davantage, RP"" est également de Hausdorff et satisfait
le second axiome de dénombrabilité, donc est une variété topologique. Enfin,
RP™ est également une variété lisse, puisque la collection des cartes locales
{(Ui, i)} forme un atlas lisse. En effet, si ¢ > j, 'application de transition est
Gjo byt (uty .y uy) = (..., H=L M Yol 1w Un) soit un difféomor-

Lt ) SRS o) C9 )
Uj Uj Uj Uj T Uj U uj

phisme de gbZ(Ul N Uj) a (JSJ(UZ N Uj).

Plusieurs autres exemples de variétés et de structures lisses sont présentés a
la fin du chapitre 1 de [Leel3].

Enfin, plus généralement, il existe une structure lisse pour les variétés de
dimensions deux et trois, dont les détails se trouvent respectivement sous le
théoreme A de [Hat22], puis dans [Hat04]. Il est par conséquent difficile de
visualiser une variété sur laquelle il n’existe pas de structure lisse, soit le sujet
discuté dans [Ker60].

4 Théorie de Morse classique

Cette section introduit le sujet d’intérét pour une m-variété lisse compacte M
en trois étapes. D’abord nous décrivons la fonction lisse (de Morse) que nous
voulons analyser en lui donnant une forme standard. Ensuite, nous montrons
son existence, et enfin nous décrivons un champ vectoriel lui correspondant. Les
deux derniéres sections de cet article sont fortement inspirées de [Mat02], puis
certaines explications du chapitre 4 sont inspirées de [Knul5].

4.1 Fonction de Morse

Rappelons d’abord ce qu’est un point critique et ce que signifie qu’il soit dégé-
néré, puis définissons une fonction de Morse.

Définition 4.1. Un point p € M est critique si %g) = 0Vi, ou (1, ..., xy) est
le systeme de coordonnées locales autour de p. Si de plus det(H¢(p)) # 0, alors
Po est non dégénéré, ot Hy(p) est la matrice hessienne de f en p :
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92 92
Té(p) s axlaj;m (p)
Hy(p) = : :
92 9?2
L MO 4

Définition 4.2. Une fonction f : M — R est de Morse si tous ses points
critiques sont non dégénérés.

La fonction hauteur est fréquemment utilisée comme fonction de Morse. Voici
un exemple de telle fonction ainsi que ses points critiques sur la spheére S?
abordée a I’exemple 3.15.

Exemple 4.3. Soit la fonction hauteur h : S? — R définie par h(z,y,2) =
z. Sa représentation en coordonnées sur la partie supérieure de S? (c-a-d le
voisinage UJ) est ho ¢t (z,y) = h(z,y, flzy) = f(z,y) = V1—22 — 2
Ses points critiques se trouvent lorsque le gradient de h o ¢7 - s’annule, c’est-
a~dire lorsque Vf(z,y) = (%7%) = m(—x, —y) = (0,0), ce qui n’est
vrai qu'en (z,y) = (0,0). Ainsi, sur S?, ¢j71(0,0) = (0,0,1) = py est un point
critique correspondant a la valeur critique h(p1) = ¢1 = 1. De plus, Hy =
(1 — a2 —y?) 32 <y2 -1 ;:By ) = det(Hy) = (1 —2? —y?)"2 # 0 en p1.
—ry x°—1

Ainsi, p; est non dégénéré. De facon similaire, sur la partie inférieure de S? (c-
a-d le voisinage U} ), nous trouvons que pg = (0,0, 1) est un point critique non
dégénéré de h avec valeur critique ¢y = h(pg) = —1. Nous pouvons enfin vérifier
que h n’a pas d’autre point critique sur S? (en investiguant sa représentation
sur UF et U;E), faisant de h une fonction de Morse.

Poursuivons comme dans les exemples 3.15 et 4.3 avec la représentation de
h autour de p; et pp comme étant f(z,y) et —f(x,y) respectivement.

Tel que motivé au premier chapitre de [Knul5], nous voyons que la représen-
tation en coordonnées de h autour de chaque point critique motive I'existence
d’une forme standard.

Exemple 4.4. Avec le développement en série de Taylor sur R?, la représen-
tation de h autour de p; est

F,y) = F(0,1) + VF(0,0)(2,9)" +1/2(z, ) (‘01 _01> (5.9 + ..

=1-1/2(z* +y*) + p(x,y)

Comme le polynéome p(z,y) est d’ordre > 3 en z et y, pour des polynomes
A (z,y) et Ao(z,y), nous pouvons récrire f(z,y) = 1 — 22X (z,y) — y>Xo(x,y)
autour de p;. Ainsi, en posant u = x\/A1(x,y) et y = y/A2(x,y), la représenta-
tion de h pour une certaine carte locale autour de py est f(u,v) = h(p;) —u?—v2.

Similairement, autour de pg, f(u,v) = h(po) + u? + v2.
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Théoréme 4.5. (Lemme de Morse)

Sipo = (0,...,0) est un point critique non dégénéré d’une fonction de Morse
f: M — R, alors il existe un systéme de coordonnées locales (X1, ..., Xy,) autour
de pg tel que la représentation de f dans ce systéme de coordonnées ait la forme
standard suivante

f==-X{-X5— . - X34+ X3+ .+ X2+ f(po) (1)

ot A est le nombre d’éléments négatifs sur la diagonale de Hy(po) aprés diago-
nalisation, dit I’indice de py.

Remarque 4.6. Avec la notation de la section précedente, un énoncé alternatif
du lemme de Morse est le suivant. En tout point critique p d’une fonction de
Morse f: M — R, il existe une carte locale (U, ¢) telle que la représentation de

f dans U soit fo ¢~ (z1,...,2m) = f(p) — Zf‘zl xf + xf
Avant de présenter la preuve du théoreéme 4.5, nous avons besoin du lemme

suivant, dont la preuve est une application du théoreme fondamental de calcul
et de la regle de dérivation en chaine, présentée sous le lemme 2.1 dans [Mil63].

Lemme 4.7. Siune fonction f(x1,...,xm) est définie autour de (0, ...,0) avec
f(0,...,0) = (0,...,0), alors il existe m fonctions g1, ..., gm telles que :

1. f(z1,y ey ) = 2191(T1, ooy Tm) + oo + TG (T1, ey Tin)
2. 5L(0,..,0) = gi(0, .., 0)Vi = 1,...m
Montrons a présent le théoréeme 4.5.

Démonstration. Soit (x1,...,Zm), le systéme de coordonnées locales au point
critique pg = (0, ...,0). Nous pouvons supposer que f(pg) = 0 en remplacant f
par f — f(po).

Par le lemme 4.7, autour d’un voisinage de pg, nous avons m fonctions lisses
G1(T1y ey Ty ey Gm (X1, .., T) telles que :

flxy, ey xm) :Za:igi(xl,...,xm) (2)
=1
et
gj; (o) = 9i(po) (3)

Les deux c6tés de I’équation 3 sont nuls étant donné la criticalité de py. En
appliquant le lemme 4.7 & g;(x1, ..., T, ), nous obtenons m autres fonctions lisses
hit(Z1y ooy Tm) s ovey Rim (1, ...y T,) telles que :

gi(xl,...,xm) = ijhij(l‘l,...,l‘m) (4)
7j=1
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dans un voisinage de pg.
En insérant cette équation dans I’équation 2, nous obtenons :

f(:(}l, ,J}m) = Z l’ﬂ?jhij(xl, veey xm) (5)
i,0=1

Enfin, en posant H;; = (hsj + hji)/2, nous obtenons :

f(l‘l, ,l‘m) = Z CCZ'SU]'HZ']'(SUL ,CCm) (6)
3,j=1
et
Hij(w1, .oy xm) = Hji(21, o0y Tin) (7)

L’idée de la preuve est de changer la représentation de f dans I’équation 6
pour une représentation de la forme standard de I’équation 1 en procédant par
induction sur le nombre de termes.

Calculons désormais les dérivées partielles de second ordre de f (selon I’équa-
tion 6) évaluées a l'origine, comme suit :

0*f
8:1718117 g

(po) = 2H;;(po) (8)

Puisque le point critique py est non dégénéré(detH;;(po) # 0), nous pouvons
en tout temps supposer, a l'aide d’'un changement de coordonnées approprié,
que :

82
aé(po) 40 (9)

En effet, voyons ceci dans un cas ou les coordonnées sont (x,y), ou pg = (0,0).

Si %(po) # 0 et giy{(po) = 0, en interchangeant les axes, nous obtenons la

validité de 9. Si cette fois %(po) = giyg(po) = 0, la matrice hessienne de f en
po = (0,0) dans les coordonnées (z,y), ou a # 0, a lallure suivante :

Hy(po) = <2 8)

Soit (X,Y’), un nouveau systéme de coordonnées donné par r = X — Y et
y = X +Y et soit H; la matrice hessienne de f dans ce systéme de coordonnées.
Alors Hy a la forme suivante :



G. Soroka-Perras 43

Hy(po) = <2oa _%a>

La validité de 9 s’ensuit et se généralise pour tout systéme de coordonnées.

Ainsi, par ’équation 8, Hi; # 0 et comme Hi; est continue, elle ne s’annule
pas dans un voisinage de py.

Soit (X1, x2, ..., Tm), un nouveau systéme de coordonnées locales, ou :

m
/ Hy;

Nous pouvons montrer que le déterminant du Jacobien de la transforma-
tion de (X1, 2, ..., Tm) & (x1, 22, ..., Tym) évalué en py est non nul, et donc nous
pouvons effectivement prendre (X1, 2, ..., ) comme systéme de coordonnées
locales.

Finalement, en évaluant le carré de X; et en le comparant a ’équation 6,
nous avons :

= Xt + Y _gwiwjHyy — (CowiHy)?/H11,  Hip >0 (1)
—X12 + ZZZ-ZQ :UixjHij — (E;n;? xiHli)Z/Hll, Hqip < 0.

Ainsi, nous observons dans 11 que les termes & partir du second sont indé-
pendants de X1, et donc en procédant similairement avec Xo jusqu’a X,,, nous
pouvons alors montrer que f peut étre représentée comme dans I’équation 1, ce
qui achéve la preuve. ]

Concluons cette sous-section avec deux corollaires importants du lemme 4.5.

Corollaire 4.8. Les points critiques d’une fonction de Morse f : M — R sont
tous isolés les uns des autres.

Démonstration. Avec la notation de la remarque 4.6 sous le lemme de Morse
(lemme 4.5), nous voyons que la i-ieme dérivée partielle de f o ¢! est +2ux;,
et donc 0 € ¢(U) est le seul point pour lequel les dérivées partielles de f o ¢!
s’annulent. Ainsi, le seul point critique de f dans U est p = ¢~1(0). O

Corollaire 4.9. Une fonction de Morse f: M — R sur une variété compacte
M admet un nombre fini de points critiques.

Démonstration. Par le corollaire 4.8, tous les points critiques de f sont isolés.
Comme ’ensemble des points critiques de f est fermé dans M (tel qu’expliqué a
la remarque 2.5), il existe un recouvrement ouvert de M, tel que chaque élément
de ce recouvrement contienne au plus un point critique de f. Puisque M est
compacte, par la définition 2.9, nous pouvons en extraire un sous-recouvrement
fini, d’ot1 le nombre de points critiques est fini. O
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4.2 Existence d’une fonction de Morse

Si une fonction de Morse existe, nous connaissons une forme standard pour celle-
ci. Mais sommes-nous certains de son existence ? Oui, nous le sommes. Le but de
cette sous-section est de montrer ceci en cherchant une fonction qui soit « proche
» d’une fonction de Morse. Définissons d’abord ce que signifie que f,g: M — R
soient « proches », ou alternativement, que f soit une (C?, €)-approximation de
g.

Soit un ouvert U C M sur lequel est défini un systéme de coordonnées
(1, ..., Tm) (U est un voisinage en coordonnées tel que défini a la section pré-
cédente). Soit K C U un ensemble compact et € > 0. Alors f est une (C?, ¢)-
approximation de g dans K si les inégalités suivantes sont satisfaites Vp € K :

\J;(p) —g(pa)! <,
afiQ(p) - ani(P)J <e i=1,..,m (12)
78xié{vj (p) — 8%&9% (p)’ <e€ i,j=1,...,m.

Puisque les variétés étudiées dans ce chapitre sont compactes, il existe un
nombre fini de voisinages Uy, ..., Uy dont I'union est égale a M. De plus, pour
chaque ¢ = 1...k, choisissons un ensemble compact K; C U; tel qu’on ait aussi
M=K U..UKj.

Ceci méne a la définition d'une (C?, €)-approximation sur M, nécessaire a la
présentation du théoréme d’existence qui suit.

Définition 4.10. Une fonction f : M — R est une (C?, ¢)-approximation d’une
fonction g : M — R si f est une (C?, ¢)-approximation de g sur K; pour chaque
l=1,..k.

Théoréme 4.11. (Ezxistence d’une fonction de Morse)

Soit M une m-variété compacte et g : M — R une fonction lisse définie sur
M. Alors il existe une fonction de Morse f : M — R qui soit une (C?,¢)-
approzimation de g.

Plusieurs résultats seront énoncés avant de présenter la preuve de ce théo-
reme. Comme il existe plusieurs fonctions lisses définies sur M, le théoreme 4.11
implique également qu’il existe plusieurs fonctions de Morse définies sur M.

Lemme 4.12. Soit R™ = {(x1,...,zm)}, un espace euclidien de dimension m,
U, un ouvert de R™ et f : U — R, une fonction lisse définie sur U. Alors il
existe des coefficients aq, ..., a, € R tels que

f(x1, ey xm) — (@121 + .. + aTiy) (13)

soit une fonction de Morse sur U. De plus, les coefficients aq, ..., a;, peuvent étre
choisis aussi petits que souhaité.
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La preuve de ce lemme requiert une clarification de la structure introduite
sur une variété topologique. Soit U, un ouvert de R™ et h : U — R™, une
application lisse envoyant un point p = (z1, ..., ;) € U & un point (y1, ..., ym) €
R™ ou chaque composante s’écrit par y; = h;(z1, ..., Tm)Vi = 1...m. Il s’agit de
la représentation de h : U — R™ que nous pouvons exprimer par un vecteur

hy
=1 :|. (14)
hom,
Définition 4.13. Le Jacobien de h en un point p € U est défini par
Sp) ... Pu(p)
Jn(p) = : ’ :
G (p) ... G=(p)

Définition 4.14. Un point p € U avec det(J,(p)) = 0 est critique pour I'ap-
plication h : U — R™. L’image h(p) C R™ d’un point critique p est une valeur
critique de h.

Le théoreme de Sard, dont la preuve dépasse 1'objectif de cet article, est né-
cessaire pour justifier I’existence d’une valeur ¢ non critique pour h. La preuve
compléte du théoréme 4.15 ainsi que la théorie préliminaire a celle-ci sont pré-
sentées au chapitre 6 de [Leel3].

Théoréme 4.15. (Théoréme de Sard)
L’ensemble des wvaleurs critiques d’une application lisse h : U — R™ est de
mesure nulle dans R™.

Procédons a la démonstration du lemme 4.12.

Démonstration. L’idée de la preuve est de sélectionner aq, ..., a,, € R assez petits
de sorte que

F:f(.l‘l,...,.l‘m) _(a1$1+-~-+am$m) (15)
soit une fonction de Morse. Définissons une application h : U — R™ par
of
o
h=1 : (16)
of
OTm
Le Jacobien de h en p est
o2 f 92 f
922 (p) Oz 10T ()
Jn(p) = = Hy(p)
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Ainsi, p est un point critique de h: U — R™ si et seulement si det(Hs(p)) = 0.

Par le théoréeme de Sard, comme ’ensemble des valeurs critiques dans R™
est de mesure nulle pour chaque voisinage de chaque point de R, il existe une
valeur non critique de h, soit ¢ € R™ tel que ¢ = (a1, ..., ay,) (pres de Porigine).

Montrons désormais que F' est une fonction de Morse. Si p est un point
critique pour F', alors g—i(p) = g—i(p) —a; = 0Vi = 1...m, et alors ngi(p) = a;,
c’est-a-dire

a
hp) = | : (17)

am

par la définition de h.

Or, le fait que ¢ = h(p) n’est pas une valeur critique de h équivaut a ce que
p ne soit pas un point critique de h, et donc que det(H¢(p)) # 0.

Puisque f et F' ne different que par une fonction linéaire, H¢(p) = Hp(p),
il s’ensuit que p est un point critique non dégénéré de F'. Le fait que ce point
critique soit arbitraire implique que tous les points critiques de F' sont non
dégénérés, et donc que F' est une fonction de Morse. O

Avant de présenter la preuve du théoréeme 4.11, énoncons deux autres lemmes
dont les preuves seront omises puiqu’elles dépassent également ’objectif de cet
article. Elles sont présentées dans [Mat02] et [Lan95].

Lemme 4.16. Soit C C M, un ensemble compact d’une m-variété. Si une
fonction g : M — R n’a pas de point critique dégénéré dans C, alors pour
un certain € > 0, toute (02,6)-appr0$imation f de g n’a pas de point critique
dégénéré dans C.

Lemme 4.17. Soit U, un domaine d’une carte locale (ou simplement domaine
local), et K, un sous-ensemble compact de U, alors il existe une fonction lisse
h:U — R définie sur U satisfaisant les propriétés suivantes :

1.0<h<1

2. h prend la valeur 1 sur un voisinage ouvert V. contenant K

3. h prend la valeur 0 hors d’un ensemble compact L C U contenant V
Nous procédons désormais a la démonstration du théoréme 4.11.

Démonstration. L’objectif est de construire une (C?, ¢)-approximation f de g.
Pour ce faire, choisissons deux recouvrements de M, I'un formé des domaines
locaux Uj, et 'autre formé des ensembles compacts K; C Uj, pour | = 1,2, ..., k.
L’idée de la preuve est de construire des fonctions f; par récurrence sur [, en

commencant par fp, n’ayant pas de point critique dégénéré dans | Kj,l =
I=1
1,..., k. Lorsque | = k, nous aurons la fonction de Morse désirée.



G. Soroka-Perras 47

Posons fo = get C; = K1 U...UK; avec Cy = ) . Notons que C; est compact,
puisque 'union d’un nombre fini de compacts est compacte.

Comme hypothese de récurrence, supposons que f;_1 : M — R n’a pas de
point critique dégénéré dans C;_;. Construisons f; a partir de f;_1.

Soit (x1, ..., Tm ), le systéme de coordonnées choisi pour U;. Par le lemme 4.12,
il existe des coefficients aq, ..., a,, assez petits tels que Fj_1 = fi_1(x1, ..., Tm) —
(a1214 ...+ amxy,) soit de Morse sur U;. Modifions cette fonction pour I'exprimer
a lextérieur du domaine local U; en appliquant le lemme 4.17 & U; et K, afin
d’obtenir h; : Uy — R.

En définissant L; € U; comme un compact en dehors duquel h; prenne la
valeur 0, construisons f; a l'intérieur de U; (« int U; ») et a Pextérieur de L; («
ext L; ») respectivement comme suit :

f — fl—l(xb 7$m) - (CLl.ﬁUl + ...+ am'xm)hl(xh ,l’m) (lnt Ul)
: fl—l(xla ---vxm) (ext Ll)

Remarquons que la fonction f; correspond a la fonction F;_; dans un voisi-
nage du compact K; ou hy(x1, ..., ) = 1. Ainsi, il suit que f; n’a pas de point
critique dégénéré sur cette région.

Ensuite, vérifions que f; est une (C?,¢)-approximation de f;_;. Pour ce
faire, calculons les valeurs absolues des dérivées de premier et second ordres
de fi—1(p) — filp) = (a121 + ... + amzy)hi(p) sur U; pour p = (z1, ..., Tm) €t
i j=1,..m.

(a;ihi(p) + (@121 + ... + am$m)ggi(p)’

Of_
O () — 2 <p>| —

Pk ) — o2 )] =

8I¢8m]' - 8I¢8m]' (18)

2
(aigTh;(p) + aj%(p) + (a121 + ... + ama:m)iaigéj (p)

I

i,j=1,...,m, oUp=(T1,.... Tp).

Comme 0 < h; < 1 et que by = 0 a 'extérieur de L;, nous pouvons borner su-
périeurement les dérivées d’ordre un et deux par le théoréme de valeur maximale.
Ainsi, en choisissant ar, ..., a,, suffisamment petits, f; peut étre (C2,¢)-proche
de fi—1 dans K;. Ensuite, pour approximer f; dans les K; pour j # [, utilisons
le systeme de coordonnées (y1, ..., ym) dans le domaine local U;.

L’évaluation des dérivées de |fi—1(p) — fi(p)| sur U; N U; s’exprime comme
la partie de droite des équations du haut grace a une transformation appropriée
entre (1, ...,Tm) €t (Y1, ..., Ym)-

Encore par le théoreme de la valeur maximale, la valeur absolue de chaque
composante du Jacobien de cette transformation sur K; N L; est bornée supé-
rieurement, alors pour des valeurs de ay, ..., a,, assez faibles (en valeur absolue),
la partie de droite des équations sur K; N L; est aussi petite que souhaité. Ainsi,
comme f; = f;_1 a Pextérieur de L;, nous avons que f est (C2, €)-proche de f;_;.
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Puisque ce processus peut étre répété pour [ = 1, ..., k, il suit de la définition
d'une (C?, ¢)-approximation que f; en est une de f;_; Ve > 0.

Enfin, par ’hypothese de récurrence, f;_1 n’a pas de point critique dégénéré
dans Cj_1, et par le lemme 4.16, comme f; est (C2,¢)-proche de f;_1, elle n’en
a pas non plus dans C;_1. De plus, puisque nous avons montré que f; n’a pas
de point critique dégénéré dans Kj, il suit que f; n’en a pas non plus dans
Ci_1UK; =C.

Ainsi, en procédant par récurrence pour [ = 1,..., k, nous obtenons que fi
n’a pas de point critique dans Cy, = M et donc que fi est de Morse sur M.
De plus, fi est (C2,¢)-proche de g pour ¢ pour n’importe quel € spécifié (pas
nécessairement le méme €). Ceci conclut la preuve. O

4.3 Champ vectoriel gradient

Nous nous intéressons désormais au champ vectoriel gradient sur une variété M
correspondant & une fonction de Morse f : M — R dans le but d’investiguer les
décompositions en anses de la variété M (sujet de la prochaine section).

Pour ce faire, rappelons d’abord trés sommairement certains concepts de
calcul différentiel dans R™. Une présentation plus rigoureuse de cette théorie
se trouve aux chapitres 3 et 8 de [Leel3], mais ne sera pas présentée dans cet
article afin de mettre I'accent sur la théorie de Morse.

Soit M une variété de dimension m plongée dans R™ (la dimension de M,
n’est généralement pas la méme que celle de I'espace dans lequel elle est plongée),
p € M et v, un vecteur par p tangent a M. L’ensemble de tels vecteurs est 1), M,
I’espace vectoriel tangent a M en p, qui est de méme dimension que M. Le
vecteur vitesse d’une courbe sur M est un exemple typique de vecteur tangent.
Soit ¢ : (a,b) — R™, une courbe lisse dans R™ et (X1, ..., X,;,), les coordonnées
de R™. Alors ¢ s’exprime par :

c(t) = (X1(t)y ..., Xpn(t)),a < t <. (19)

Supposons que 0 € (a,b) et que ¢(0) = p. Le vecteur de vitesse instantanée,
la dérivée, en t = 0 est alors donné par :

vz %) = <Xm

X
- & 0),... (o)). (20)

odt

Soit v = (v1,...,vm) € Tp(M) et f : U — R™, une fonction définie dans
un voisinage U C M de p. Considérons une courbe comme dans (19) telle que
¢(0) = p. Si la vitesse initiale de cette courbe est v, alors nous avons :

de dX i

= — —_— = ¥ ‘:1... . 21
v dt(O):> o (0) =vj,j ) (21)

Enfin, considérons la restriction de f a la courbe ¢, soit une fonction a une
variable f(c(t)), que nous dérivons en ¢t = 0 & 1’aide de la régle de dérivation en
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chaine pour obtenir le résultat suivant :

dhotit dtf< 1), s X ()]

dx
Tlan( )= (0) (22)
Z] 195 ax (p
Nous Voyons avec la derniere ligne que le résultat ne dépend pas de ¢, alors
la dérivée L dt ‘ 1o S'€écrit comme v - f, soit la dérivée directionnelle de f vers

v. De plus, (22) indique que v - f > 0 si et seulement si f(c(t)) croit, c’est-a-dire
si et seulement si v pointe vers la ou f croit.

Définissons & présent un champ vectoriel et une généralisation d’un champ
vectoriel gradient.

Définition 4.18. Un champ vectoriel X sur U, un domaine d’une carte locale
dans M, est défini par :

0

X:fla—ler...Jrfm (23)

0xTm

ou &1, ..., &m sont des fonctions définies sur U. Si ces fonctions sont lisses, X
est un champ vectoriel lisse sur U. Lorsque & = f , X est le champ vectoriel
gradient de f, noté Xy.

En d’autres mots, un champ vectoriel X sur une variété lisse M peut étre
vu comme une application associant a chaque p € M un vecteur ¢ € T),M, puis
I’expression X - f représente la dérivée directionnelle de f selon X, c’est-a-dire
que (X - f)(p) représente la dérivée de f au point p dans la direction du vecteur

X(p).

Définition 4.19. Soit f: M — R une fonction de Morse sur une m-variété M
compacte et X un champ vectoriel lisse sur M, alors X est un champ vectoriel de
type gradient (gradient-like vector field, [Mat02]) pour f si les deux conditions
suivantes sont respectées :

1. X - f > 0 a lextérieur des points critiques de f

2. Si pg est un point critique de f d’indice A, alors pg a un voisinage V avec
un systéme de coordonnées (x1,...,2,,) tel que f ait la forme standard
suivante :

f= —m%—x%—...—w%\—i—xiﬂ—i—...—i-mgl-i-f(po) (24)

et tel que X s’écrive comme son champ vectoriel gradient comme suit :
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Remarque 4.20. Si X est un champ vectoriel de type gradient pour f, alors
X -f=00" ngi 821-) - f = ﬁl(%)Q > 0, ou ’égalité survient aux points
critiques de f. Ainsi, en dehors des points critiques de f, X pointe dans la

direction de la croissance de f (premier point de la définition).

De facon similaire a la fonction de Morse, nous pouvons montrer I’existence
d’un champ vectoriel de type gradient.

Théoreme 4.21. Si f : M — R est une fonction de Morse sur une variété
compacte M, alors il existe un champ vectoriel de type gradient X pour f.

Démonstration. Similairement a la preuve du théoreme 4.11, choisissons un re-
couvrement fini Uy, ..., Uy de M ainsi qu'un ensemble compact K; pour chaque
Uj tel que Ky, ...Ky recouvre M. De plus, supposons que chaque point critique
p; a un voisinage V; contenu dans exactement un des domaines locaux Uj;, et que
f prenne une forme standard dans chaque Us.

L’idée de la preuve est de construire un champ vectoriel gradient X; de f
dans chaque U; afin d’obtenir le champ X désiré.

Afin de définir un champ vectoriel lisse X sur I'entiereté de M, considérons
hj : U; — R telle que h; soit une fonction lisse avec 0 < h; < 1, out hj = 1 dans
un voisinage V; de K; et h; = 0 a I'extérieur d'un compact L; C U; contenant
Vj, comme dans le lemme 4.17, laquelle nous prolongeons a une application lisse
hj: M — R en posant h; = 0 a I'extérieur de U;.

Soit X; le champ gradient de f sur l'ouvert U;. Considérons le champ
vectoriel h; X; qui assigne a chaque point p € U; le vecteur h;(p)X;(p), le-
quel nous prolongeons également a un champ vectoriel lisse sur M en posant
hjX; = (0,...,0) a extérieur de Uj.

Montrons a présent que Z?:l h;X; est le champ vectoriel de type gradient
désiré.

D’abord si p € Uj, alors (X - f)(p) > 0, puis si p ¢ Uj, alors h; X;(p) = 0.
Ainsi, la dérivée de f en chaque composante de la somme 22?:1 h;X; satisfait
(hjX; - f)(p) > 0. Rappelons que les ensembles compacts K7, .., K} recouvrent
M et donc p est contenu dans au moins un d’eux, disons Kj, ou h; = 1 et
(X; - f)(p) > 0. Ceci montre que la dérivée de f par au moins un des termes
de la somme est strictement positif, d’ott X - f > 0, soit la condition (i) de la
définition 4.19.

Ensuite, nous avons choisi un voisinage V d’un point critique pg contenu
dans seulement un U; dans lequel h; = 1. De plus, f a une forme standard sur
U; et donc h; X; est un champ vectoriel de la forme (25) dans V. Puisque le reste
des termes h; X; de X sont nuls dans V', nous avons que X satisfait la condition
(ii) de la définition 4.19, ce qui montre I'existence d’un champ vectoriel de type
gradient. O

Afin de mettre la table pour la prochaine section, définissons brievement les
courbes intégrales (integral curves, [Mat02]) d’un champ vectoriel X sur une
variété M.
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Définition 4.22. Une courbe ¢(t) est une courbe intégrale d'un champ vectoriel

X si%(t) = X (1) pour chaque t ot ¢(t) est définie. Le terme de(t) correspond

au vecteur vitesse de la courbe c.

En d’autres mots, une courbe intégrale d’un champ vectoriel X est le chemin
d’une particule se déplacant avec X selon son vecteur vitesse. Si X est un champ
vectoriel de type gradient d’une fonction de Morse f : M — R, ou M est une
variété lisse compacte sans bord, alors la courbe intégrale c¢,(t), commengant
a un point arbitraire p, approche un point critique pg lorsque t — oo et t —
—o0. Lorsque la courbe approche pg, le vecteur vitesse diminue de sorte que la
particule n’atteigne jamais pg.

Théoréme 4.23. Si f n'a pas de valeur critique dans lintervalle [a,b], alors
M, ={p € Mla < f(p) < b} est difféomorphe au produit f~*(a) x [0,1].

Démonstration. Soit X, un champ vectoriel de type gradient pour f. Puisque
X - f > 0 pour les points non critiques de f, nous pouvons définir un nouveau
champ vectoriel Y sur M dont nous excluons les points critiques tel que ¥ =
)%fX . Par hypothese (de I'énoncé), M|, ne contient pas de point critique de
f, alors M est dans le domaine de Y. Considérons la courbe intégrale c,(t) de Y’
commencant & un point p de f~1(a). Par la définition du vecteur vitesse, nous
obtenons :

d dc 1

—f(cp(t)) = a(t) f= Yc(t) f= X7f

" X f=1 (26)

Comme la courbe intégrale ¢,(t) commence au niveau f = a au temps t = 0,
elle atteindra le niveau f = b au temps t = b — a.

Définissons une application h : f~1(a) x [0,b—a] — M) par h(p,t) = cy(t).
Nous pouvons désormais montrer que h est un difféomorphisme en utilisant le
fait que ¢,(t) soit lisse selon p et t ainsi que le fait que deux courbes inté-
grales distinctes ne se rencontrent pas. La preuve se conclut en remarquant que
fYa) x [0,b—a] = f~1(a) x [0,1]. O

Cette section prend fin avec un résultat facilitant I’analyse des points cri-
tiques.

Théoreme 4.24. Soit f : M — R wune fonction de Morse sur M dont les
points critiques sont pi, ..., py, alors il existe une fonction de Morse [ sur M
ayant les mémes points critiques que f et telle que f'(p;) # f'(pj) si pi # pj
pour i,j = 1,...,r. De plus, f' peut étre prise comme (C?,¢)-approzimation de

f.

Démonstration. Supposons que les points critiques p1 et pe de f correspondent
a la méme valeur critique ¢ = f(p1) = f(p2), puis modifions légeérement f. Par le
lemme 4.12, nous pouvons choisir un systéme de coordonnées (z1, ..., Z,,) pour
p1 ol f ait la forme f=—af — .. —a3 +a3,, +...+a2 +c
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Calculons Xy - f, ou X est le champ vectoriel gradient de f pour les coor-
données données :

Xpf= (af>2+...+<af)2+...+<af)2 =423+ 2y +ad). (27)

o0x1 ox) 0z,

Considérons, pour € > 0, Dy, et D, les disques de dimension m centrés en p;
de rayons 2¢ et € respectivement. II suit cette équation que 4¢? < X i f < 4(2¢)?
dans la région Do, — intD..

Notons par K 1’ensemble compact D, et par U, int(Ds.) de sorte que U soit
un ouvert contenant un compact K. Considérons, comme dans le lemme 4.17, la
fonction h : U — R, laquelle nous prolongeons a une fonction lisse sur I’entiereté
de M en posant h = 0 a 'extérieur de U.

Posons désormais f = f + ah. Puisque f = f a Uextérieur de U, f et f y
ont les mémes points critiques. Ainsi, le seul endroit ot f a possiblement un
ensemble de points critiques différents est la région entre D, et Do.

Calculons alors les différences des premiéres dérivées partielles de f et f :

of of

oh

= 2
|a8:ri (28)

I1 suit alors que tant que la valeur absolue de a est assez petite, la différence
entre Zg’;l(%)Q et Zf’;l(%)Q est assez petite, puis comme Z;’;l(gg_ )2 =X f

atteint sa valeur minimale 4¢2 > 0 entre Do et D, alors >/ ( g i )2 prend sa

valeur minimale non nulle dans cette région également. Ainsi f n’a pas de valeur
critique dans cette région.

Nous pouvons conclure que f et f ont le méme ensemble de valeurs critiques,
donc f est aussi une fonction de Morse. De plus, nous avons que f(p1) = f(p1)+a
et f(p2) = f(p2), alors méme si f(p1) = f(p2), f(p1) # f(p2). Nous pouvons
réutiliser cet argument pour définir une fonction dont les valeurs critiques sont
distinctes pour des points critiques disctincts. Enfin, pour montrer que f est
une (C?, €)-approximation de f, nous appliquons le méme argument que dans la
preuve du théoréme 4.11. ]

5 Décomposition en anses

Dans cette section, inspirée de [Mat02], nous nous intéressons a la variation,
selon ¢, du sous-ensemble M; = {p € M|f(p) < t} d’une variété compacte M
sur laquelle une fonction de Morse f : M — R est définie.

Le théoreme suivant est une adaptation plus concrete du théoreme 4.23 de
la section précédente. La preuve nécessite cependant une compréhension plus
approfondie que ce qui a été présenté sur les courbes intégrales, et par conséquent
sera omise de cet article. Voir [Mat02] pour les détails.
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Théoréme 5.1. Si f n’a pas de valeur critique dans [a, b], alors les sous-variétés
M, et My sont difféomorphes.

Nous remarquons de ce théoreme que M; ne change que lorsque t passe par
une valeur critique.

De plus, par le corollaire 4.9, f admet un nombre fini de points critiques p;,
disons n + 1, puis par le théoreme 4.24, nous pouvons supposer que les valeurs
critiques ¢; = f(p;) sont distinctes, telles que ¢y < ¢1 < ... < ¢p.

Avec la notation de 'introduction de la section, nous remarquons que M; = ()
sit < ¢y, et que My = M sit > c,. Observons de plus pres 'allure de M; aux
alentours du minimum ¢y grace a la forme standard de f, laquelle ne contient
pas de signe négatif puisque f > ¢g. L’indice de pg est donc 0.

f=a+. .. +22 +c (29)

Ce qui a été mentionné plus haut peut se récrire par M.,_. = 0, puis nous
pouvons exprimer M, 1. a 'aide de I’équation 29 comme suit :

Meyye = {(21, . m)|a? + .. + 27, < €} (30)

Ce qui nous indique que M, ;. est difféomorphe au disque D™, que nous
appellerons bientot O-anse.

Le théoréme suivant, dont la preuve sera omise pour les mémes raisons que
celle du théoreme 5.1, décrit le passage par une valeur critique.

Théoréme 5.2. L’ensemble M., est difféomorphe a la variété obtenue en
attachant une A-anse a M., _., c’est-a-dire M, 4¢ = M, —c U DA x DA,

Attacher une A-anse D* x D"™"* & M., . en collant 9D* x D™~ le long des
bords de M, _. se fait en définissant une application ¢ : OD> x D™ OM., ¢
identifiant chaque point p € D* x D™ avec ¢(p) € OM,, _..

Les anses mentionnées au théoréme précédent motivent la prochaine défini-
tion.

Définition 5.3. Une variété avec bords obtenue a partir de D™ en y attachant
des anses de divers indices est un corps en anses de dimension m. Il se définit
plus précisément par sa construction selon les trois étapes suivantes :

1. Le disque D™ correspondant a une 0-anse est un corps en anses

2. La variété D™ Uy, DM x D™ obtenue de D™ en attachant une \j-anse
avec une fonction de collage ¢; est un corps en anses noté H(D™; ¢1)

3. Si N = H(D™;¢1,...,i—1) est un corps en anses, alors la variété N Uy,
DA x D™ i gbtenue de N en attachant une \j-anse DY x D™~ i avec
une fonction de collage ¢; est un corps en anses de dimension m, noté

H(D™; 1, .oy Pim1, P5)
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Remarque 5.4. L’expression attacher une anse cache un recollement ¢ (atta-
ching map, [Mat02]) correspondant a un plongement lisse (smooth embedding,
[Mat02]).

Théoréme 5.5. (Décomposition en anses d’une variété)

Lorsqu’une fonction de Morse f : M — R est donnée sur une variété compacte,
une structure d’un corps en anses sur M est déterminée par f. Les anses de
ce corps en anses correspondent aux points critiques de f, et les indices de ces
anses coincident avec les indices des points critiques de f correspondants. En
d’autres mots, M peut s’exprimer comme un corps en anses. Lorsqu’une variété
est ainsi exprimée, elle est appelée décomposition en anses.

Démonstration. En choisissant judicieusement une (C?, ¢)-approximation, sup-
posons que tous les points critiques d’une fonction de Morse f : M — R puissent
correspondre & des valeurs critiques ¢; = f(p;) distinctes (théoréme 4.24) clas-
sées en ordre croissant, puis nommons A;, 'indice du point critique p;. Soit X un
champ vectoriel de type gradient pour la fonction de Morse f sur M. La preuve
du théoreme 5.5 sera faite par récurrence sur .

D’abord pour ¢ = 0, l'indice de py est 0, puis M4 est difféomorphe au
disque D™, tel que mentioné plus haut, qui est un corps en anses par le premier
point de la définition.

Supposons ensuite, comme hypothese de récurrence, que M., 4. est un
corps en anses H(D™; ¢1, ..., $i—1). Montrons que M, ;. est un corps en anses
H(D™; ¢1, s Pi1, Pi)-

Rappelons que M., . est difféomorphe a la variété obtenue en attachant une
A-anse a M.,_. (5.2) par Papplication de collage ¢ : dDNi x DA OM,—c.

Comme lintervalle [¢;_1 + €,¢; — €] ne contient pas de valeurs critiques,
M., ,+c est difféomorphe a M. _. par le théoréeme 5.1. Ce difféomorphisme,
Vi Mg, 4e — M, est donné en laissant M., 1. « glisser » le long du champ
vectoriel de type gradient X jusqu’a ce qu’il corresponde a M., ..

Par I’hypothése de récurrence (laquelle indique que M., ,y. est un corps
en anses H(D™; ¢1,...,¢i—1)), nous avons que M., _. est difffomorphe au méme
corps en anses. Ainsi, la variété M., ;. est aussi difféomorphe a un corps en anses
par le troisieme point de la définition 5.3. Ceci acheve la preuve. ]

Détaillons davantage ’application de recollement de la nouvelle \;-anse. Par
I'hypothése de récurrence, M., ,+. est le corps en anses H(D™; ¢1,...,¢;—1) de
sorte que le difféfomorphisme v énoncé plus haut puisse étre vu comme un dif-
féomorphisme de H(D™; ¢1,...,¢i—1) & M.,_.. Plus précisément, la \;-anse est
attachée a M., _. plutét qu’au corps en anses H(D™; ¢1, ..., pi—1).

Ainsi, lorsque M., est identifiée avec le corps en anses H(D™; ¢1, ..., pi—1)
par le difféomorphisme v, la A\;-anse est attachée au corps en anses par la com-
position ¥t o ¢ : DY x D™ A — 9{H(D™; ¢1,...,¢;_1)}. Alors en posant
™1 o ¢ = ¢;, nous obtenons effectivement que M., . est le corps en anses
H(D™; 1, e pim1, 4i) = H(D™; @1, ..., dim1) Up, DM x D™=,
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Consolidons la théorie présentée dans cet article a I’aide de deux exemples,
le premier étant une généralisation des exemples 3.15 et 4.3, puis le second
détaillant ’exemple 3.16.

Exemple 5.6. Soit S™ = {(z1, ..., Tm, Tmt1)|2] + ... + 22, + 22, = 1},
la sphére de dimension m, sur laquelle nous définissons f : S™ — R par
f(x1, ooy iy Tint1) = Tm+1, la fonction hauteur selon la m + 1-iéme coordonnée.

Les dérivées de premier ordre sur les hémispheres Unjs 41 sont % = —Iriﬁ,
alors les deux seuls points critiques de f sont (0, ..., £1). Nous validons également

qu’ils sont non dégénérés, faisant de f une fonction de Morse.
Cet exemple meéne au théoreme suivant [Mil63] :

Théoréme 5.7. S’il existe une fonction de Morse f : M — R sur une m-variété
compacte M ayant seulement deux points critiques, alors M est homéomorphe
a la sphére S™.

Discutons de 'idée générale de la preuve du théoreme 5.7.

Soit f : M — R, une fonction de Morse n’ayant que deux points critiques
définie sur une m-variété compacte M. Par le théoreme de valeur maximale, f
admet un minimum en A = f(a) € R et un maximum en B = f(b) € R.

Par la forme standard du théoréme 4.5, pour un certain € > 0, les ensembles
YA, A +€]) et f71([B — ¢, B]) sont homéomorphes & des m-disques.

Par le théoréme 5.1, f~1([A, A+ €]) est diffSomorphe & f~1([4, A+ B — ¢]).

Ainsi, M = f~Y([A, A+€]) Uy fH([B —¢, B]), olt ¢ est le recollement autour
des bords communs des deux m-disques.

La preuve se conclut en construisant un homéomorphisme entre M et S™.

Exemple 5.8. L’espace projectif RP™ (aussi noté P™) défini & I’exemple 3.16
est compact grace au théoreme 2.10 et a la projection (fonction continue) de S™
sur P™. En effet, ceci s’observe en choisissant « de sorte que yf +...+y2,,; = 1,
ou « est celui de la relation d’équivalence des éléments de P :

(Yl ooy Ymt1] = [T15 ooy Tmr1] <= (Y1, ooy Ymt1) = (X1, ooy Tpr1)-
Pour a1 < ... < amy1, considérons la fonction f : P™ — R définie par :

2 2
0127 + ... + Q1T
2 2 )

i P ol e |

F(z1, oy Ty Timy1]) =

Cette fonction est bien définie sur P, puisqu’elle ne change pas lorsque nous
remplagons x; par ax;.

Considérons ensuite les ouverts des cartes locales définies a ’exemple 3.16.
Les expressions de f et de son gradient dans le systéme de coordonnées locales
sont données par :

CLl‘)(lg +o+ az‘le?,l +a; + CLZ'+1XZ<2 —+ ...+ aerng,L

Xp, oy X)) = !
FX1, s Xim) X2+ X2 14+ X2 oy
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et

of _ 2Xm{(am+1 — a)) X3+ oo+ (g1 — am) X2 + ams1 — a;} (32)
0Xm (X2+ ...+ X2 +1)?

Comme a1 < ... < Gp41, ég(—fm s’annule si et seulement si X, = 0, puis la
dérivée partielle de la restriction f|x, —o selon X,,_1 s’annule si et seulement si
Xm—1 =0, processus que nous répétons afin d’obtenir qu’un point critique de f
dans le voisinage U; doit satisfaire X; = ... = X,,, = 0.

Ensuite, en dérivant 1’équation 31 selon X7 jusqu’a X; 1, nous pouvons
conclure que le seul point critique de f sur U; est Dorigine dans le systéme de
coordonnées (X1, ..., X;,), c’est-a-dire [0, ...,0,1,0, ..., 0], ot la i-iéme coordonnée
est 1.

La matrice hessienne (Mfiaka) en ce point est diagonale et a un déterminant

non nul, puisque les (i — 1) premiers éléments de sa diagonale sont négatifs, et
les autres sont positifs. Le point critique est donc non dégénéré d’indice i — 1.

Ainsi, la fonction de Morse f : P — R a m + 1 points critiques d’indices
0,1,...,m, donnant a P la décomposition en anses suivante :

P =D"UD'x D" 'UD?x D™ ?u...uD™ ! x D'uD™. (33)

Remarque 5.9. En particulier, il suit de '’exemple 5.8 que la droite projective
P! est difféomorphe au cercle S!, car leur décomposition en anses est D' U D!,

6 Conclusion

Nous avons d’abord vu quelques notions préliminaires sur les espaces topolo-
giques, les variétés lisses M ainsi que les fonctions lisses f : M — R. Ensuite
nous avons vu les définitions et les résultats centraux de la théorie de Morse.
En particulier, nous avons vu qu’autour de chaque point critique p € M d’une
fonction de Morse f, il existe un systéme de coordonnées (z1, ..., z,,) dans lequel
f se représente par f(z1,...,xm) = —27 — ... — 23 +... + 22, + f(p), de sorte que
chaque point critique puisse étre associé a un indice A. De plus, nous avons vu
que toute fonction lisse g sur une variété compacte M peut étre approximée par
une fonction de Morse aussi pres de g que désiré.

Ensuite, nous avons présenté l'existence d’un champ vectoriel de type gra-
dient pour une fonction de Morse f, X, afin de prouver par exemple que
Mgy = {p € Mla < f(p) < b} est difféomorphe a f~'(a) x [0,1] lorsqu’il
n’y a pas de valeur critique dans [a,b], puisque les courbes intégrales de Xy
définissent un difféomorphisme entre ces deux ensembles.

Nous avons d’ailleurs vu que ce dernier résultat implique que les espaces
M, ={p e M|f(p) <a}et M, ={pe M|f(p) < b} sont toujours difféomorphes
lorsqu’aucune valeur critique est comprise dans l'intervalle [a,b], mais qu’au
contraire lorsqu’il existe p € M critique tel que f(p) € [a, b], alors M, et M}, ont
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une forme fondamentalement différente. Plus précisément, nous pouvons voir M,
comme un recollement d’une A-anse a M,, ou A est I'indice du point critique p.
En somme, dans cet article nous avons vu qu’en considérant les valeurs cri-
tiques d’une fonction de Morse f : M — R et les indices associés, M peut
s’exprimer comme une suite de recollements de A;-anses dit corps en anses.
Cependant, il y a de multiples notions que nous n’avons pas détaillées, par
exemple les plans tangents et les courbes intégrales nécessaires aux démonstra-
tions des théoreémes sur les difféomorphismes, ou encore la notion de plongement
lisse (smooth embedding, [Leel3]) nécessaire a la définition de sous-variété lisse.
Un lecteur interessé peut se tourner vers les chapitres 3, 4, 5, 8 et 9 de [Leel3].
De plus, il y a plusieurs concepts connexes que nous n’avons pas mentionnés,
par exemple les groupes d’homologie d’une variété M ainsi que leurs liens avec
le nombre de points critiques d’une fonction de Morse sur M, ou encore la
classification des variétés de dimension m < 4. Ces notions sont abordées aux
chapitres 4 et 5 de [Mat02].
Comme cet article visait a introduire la topologie différentielle par le biais de
la théorie de Morse et que cette derniere n’ait été que tres brievement survolée,
nous pouvons imaginer tous les sujets encore a découvrir et a approfondir.
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